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Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


Von Herrn E. Steinitz in Breslau. 


( Fortsetzung.)*) 


V. Konvexe Strahlsysteme. 

$ 17. Strahlsysteme. 

Unter einem Strahlsystem verstehen wir zunächst ein System von 
Strahlen (Halbgeraden $ 5) mit demselben Ursprung w, der auch Ursprung 
des Strahlsystems heißen soll, sodann aber auch die Menge der auf den 
Strahlen eines solchen Systems gelegenen Punkte. In diesem Sinne sprechen 
wir von „konvexen‘‘, „abgeschlossenen‘ Strahlsystemen u. dergl. Auch ein 
einzelner Punkt w soll als Strahlsystem mit dem Ursprung w gelten. 

Schreiben wir das System in der Form w+ A, so bezeichnet A ein 
Strahlsystem vom Ursprung 0; aus ihm geht ®+A durch Parallelver- 
schiebung hervor. Bei der Behandlung solcher Eigenschaften von Strahl- 
systemen, die, wie Konvexität und Abgeschlossenheit, durch Parallelver- 
schiebung nicht verloren gehen, kann man daher ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit ein Strahlsystem vom Ursprung 0 der Betrachtung zugrunde 
legen. — Ein solches System A ist dadurch charakterisiert, daß es den 
Nullpunkt enthält und für jedes positive ce der Bedingung cA= A genügt. 
Ein Strahl aus A ist durch Angabe eines von O verschiedenen Punktes « 
— insbesondere durch seine Richtung — bestimmt, er wird deswegen 
manchmal kurz ‚Strahl «‘“ genannt werden. 

Die Identität 


*) S. Bd. 143, S. 128-175. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1. | 
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ANY =Py”ar+ (ya B?+(aß)’y—2(Py)(ye)(eP), 
welche sich durch direkte Ausrechnung ergibt. zeigt, daß die durch die 
Gleichung 

(2.) h(a, B,y)= (Py)e+ (ye)ß—(aß)y) 
definierte Funktion h(«, ,y) in bezug auf «, ß,y symmetrisch ist. Ist y 
aus « und 9 komponierbar 


y=pa+qß, 

so folgt 

(Prle+(ye)P — (eP)y=(paß+ gp)a+ (pa’+ gapß)P— (aß) (pa +qP) 
=gffa+pe?ß, 


h(a,ß,y)= (ara + pp)’ = Yyarprp?+2pge’p’(aß) + praratp* 
= A Pkpa+gPp), 


h(a,P,y)= «P°y, 
und die Symmetrie dieser Gleichung läßt erkennen, daß sie immer be- 
stehen muß, wenn eine der Zahlen «, 3,7 aus den beiden andern kompo- 
nierbar ist, d.h. wenn «, ,y linear abhängig sind. — Setzen wir jetzt 
o,f,y als linear unabhängig voraus, bezeichnen wir mit M den Modul 
mit der Basis «, 9, mit N den komplementären Modul, und zerlegen wir 


yso in y, +7, daß y, zu M, y, zu N gehört. Dann ist 


= 0, Pyr= 0, yıya= 9, %#0,12>0,ßy=Pyı, ay-ayı ”Peyity 
und, weil «, ?,y, linear abhängig sind, 


h(e, PB, yı) = "Per. 


also 


Daher wird 
(Ar)ae+(ye)P—(ap)y = ((Py)e+(yıe) P—(aPp)yı) -(@P)y. 
und wenn wir quadrieren, erhalten wir 
h(a,ß,y) = h(a,P,y1ı) + (eP)’y = Pryi + (eP)*7 
= Pr + (eh hr + (laß) — PP). 
Da 73 > 0, («P)’ < ae’ P* ist ($5), so folgt in LA: Falle h(e, 2, y) <a?’ p?y?. 
Es ergibt sich also folgendes Resultat: Es vst 
(3.) (Ay + (ya Pr+(eP)’y°—2(By)lye) (ap) < er ßryt, 
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn «a, P, y linear 
abhängig sind. 
Sind «, ß,y Richtungen, und setzen wir X (,y)=a, X(y«)=b, 
X (e,P)=c, so nimmt (3.) die Form an 
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cos®® a+ cos®b+ cos®®ce—2cosa.cosb-cose < 1. 
Hieraus folgt weiter 
cos?” e < 1— cos’ a — cos®b + 2 cosa cos b cos c 
— sin?a sin’b — cos?a cos?b + 2 cos a cos b cos € 


oder 
(cos a cos b — cos c)” <Z sin?a sin?b 


und, da sina —>0, sin b > 0 ist, 
— sın a sin b </ cos a cos b— cosc < sina sin b. 

Indem wir noch überall cos«acosb abziehen und die Vorzeichen umkehren, 
erhalten wir 

(4.) cos (a —b) > cose >cos(a + b), 
und aus dem Vorangehenden erhellt, daß cos c dann eine der beiden Grenzen 
cos (a —b), cos (a + b) erreicht, wenn die drei Richtungen linear abhängig 
sind. Da a,b,c zwischen 0 und n liegen, so besagt cos (a — b) > cosc, 
daB a<b+c,b<a+c ist; cosce > cos(a + 5) drückt aus, daß e <a-+ b, 
e<-2n—(a-+b) ist. In Worten: 

Von den Winkeln, welche drei Richtungen miteinander bilden, kann 
keiner größer als die Summe der beiden andern sein, und ihre Summe kann 
2rı nicht überschreiten. Der Fall, daß ein Winkel gleich der Summe der 
beiden andern ist, oder daß die Summe der drei Winkel 2n beträgt, kann 
nur eintreten, wenn «a, ,,y linear abhängig sind; und dann tritt auch immer 
einer dieser Fälle ein. 


Betrachten wir nun den Fall linearer Abhängigkeit genauer. — Ist 
e=ß, so wird c=0, a=b; ist «= —ß, so wird aß=—1, ay= — By, 
also cosb=—cosa, dahera+b=n,c=n. Sehen wir jetzt von den Fällen 


zweier gleicher oder entgegengesetzter Richtungen ab, so sind in der 
zwischen «, 9,y bestehenden Relation 

(5.) pa+qgß+ry=0 
die Koeffizienten von 0 verschieden und ihren Verhältnissen nach bestimmt. 
Durch Multiplikation von (5.) mit « bzw. y erhält man 


p+geosc+trcosb=0, pcosb+gcosa+tr=0 
und daraus durch Elimination von r 


p cosa-cosb—cose _ sina-sinb+cos(a+b)—cose _ —sinasinb + cos(a—b)— cose 








af sin?b Frarh sin?b sin? b 
also, da cosc gleich einer der in (4.) angegebenen Grenzen cos (a + b), 
1* 
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cos (a—b) sein muß, f_+ —; und ebenso #? = +°"®, Haben P, 9, r 
q sin r sin € | 
gleiches Vorzeichen, so kann man der Gleichung (5.) die Form 
sina-@a+sinb-?+sinc-y=0 
geben. In diesem Falle muß cos c = cos (a -+ b), ebenso cosa= cos (b+ ec), 
cosb=cos(c-+ a) sein, was nur möglich ist, wenn a+b-+c=2n ist. — 
Hat r ein anderes Vorzeichen wie p und g, so hat man 


sine-y=sina:-a+sinb-ß, 


es ist cosce=cos(a+b), aber cosa= cos(b—c), cosb= cos(a—c) und 
daher c=a+b. y ist in diesem Falle aus « und / mittels positiver 
Zahlen komponierbar; jeder Punkt des Strahls y liegt deshalb zwischen 
Punkten der Strahlen « und 9. Wir sagen daher auch, daß der Strahl y 
zwischen den Strahlen & und / liegt. 

Hiernach kann die Konvexität bei Strahlsystemen auch so erklärt 
werden: Ein Strahlsystem A heißt konvex, wenn jeder zwischen zwei 
Strahlen von A gelegene Strahl selbst zu A gehört. 

Ist A eine beliebige Punktmenge, c eine reelle Zahl, und wird 
cA=B gesetzt, so gelten, wie sofort zu sehen, die Gleichungen cA’=B’, 
cA=B. Ist nun A ein Strahlsystem vom Ursprung 0, c>0, so wird 
cA=A, daher cA’=A’, cA=A, und mithin sind auch A’ und A Strahl- 
systeme mit dem Ursprung 0. Daraus folgt allgemeiner: Ist A ein Strahl- 
system vom Ursprung w, so güt dasselbe für A’ und A. 

Ist A ein Strahlsystem vom Ursprung 0 (welches aber nicht nur 
aus dem Punkt O0 besteht), „+0 ein Punkt aus A’, und durchläuft « die 
von 0 verschiedenen Zahlen aus A, so folgt aus |y a— |a/y=(|y| — a)« 
tie(e—y), daß |yje— |jejy|<2je||e—y|, also 


N 





Iy| 
Be-y|<aje-r 
ist. Da nun @—y| beliebig klein sein kann, so gilt dasselbe für + u — y 


und da up zu A gehört und den absoluten Wert |y| hat, so ergibt sich 
das Resultat: 

Liegen in jeder Umgebung eines Punktes y Punkte des Strahlsystems A, 
so liegen in jeder Umgebung von y auch solche Punkte von A, die vom Ur- . 


sprung des Strahlsystems denselben Abstand haben wie y. 
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Es sei A ein Strahlsystem vom Ursprung 0, A, das System der 
Richtungen seiner Strahlen, also der Durchschnitt von A mit der Einheits- 
kugel (= Menge aller Punkte vom absoluten Werte 1). Da diese eine 
abgeschlossene Punktmenge darstellt, so muß, wenn A abgeschlossen ist, 
auch A, abgeschlossen sein. Wird andererseits A, als abgeschlossen voraus- 
gesetzt, und ist „+0 irgendein Punkt aus A’, so gehört auch die Richtung 


LT zu A’. Nach dem zuletzt bewiesenen Satze muß es daher in jeder 
Umgebung von 1 auch Punkte aus A, geben. - i gehört demnach selbst 
zu A, also auch zu A, und mithin gehört auch y zu A. Da dies letzte 
auch im Falle „=0 gilt, so ist A abgeschlossen. Ein Strahlsystem vst 
also dann und nur dann abgeschlossen, wenn das System seiner Richtungen 


abgeschlossen ist. — Aus den für zwei Richtungen «, 3 geltenden Gleichungen 
(a — PP = 2(1—aß) = 2(1— cos (a,P))=4 sin? m 


@a—P =2sın nn, 

deren letzte zeigt, daß «— f :und X («, ) einander gegenseitig eindeutig 
bestimmen, und daß jede dieser Größen zugleich mit der andern unendlich 
klein wird, folgt: Ein System von Richtungen ist dann und nur dann abge- 
schlossen, wenn jede Richtung, deren Winkel mit den Richtungen des Systems 
die Null zur unteren Grenze haben, selbst dem System angehört. 

Es sei F eine beliebige Punktmenge, » ein beliebiger Punkt. Das 
System » + A derjenigen von » ausgehenden Strahlen, die wenigstens einen 
von w verschiedenen Punkt aus F enthalten (wenn keine solchen Strahlen 
existieren, der Punkt w allein) kann als das kleinste T enthaltende Strahl- 
system vom Ursprung w bezeichnet werden. Nehmen wir an, daß F abso- 
lut beschränkt und abgeschlossen ist und daß » dem System F nicht ange- 
hört, und betrachten wir, unter «@ eine in dem Strahlsystem A nicht vor- 
kommende Richtung verstehend, die beiden reellen, nicht negätiven und 


stetigen Funktionen $—w| und 
pd)= ($—-w)—|F—-we. 
Lassen wir die Variable & nur die Zahlenmenge F durchlaufen, so sind nach 


einem bekannten Satze beide Funktionen beschränkt und erreichen ihre 
obere und untere Grenze. Es sei g, die obere Grenze von —w|, g, die 


9 stellt die 


untere von Y($). g, Ist positiv, ebenso aber g,. Denn 


Tre\| Wer 


1 
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Richtung des durch $ gehenden Strahles aus + A dar, ist also von « 
verschieden, und mithin kann „($) nicht 0 werden. Jetzt folgt, daß 


Pe 
IE] 
den positiven Wert 92 nicht unterschreitet, also der Winkel zwischen « 


9ı 
und den Richtungen der Strahlen von » + A oberhalb einer positiven Grenze 


bleibt. Das Strahlsystem ®-+ A ist also abgeschlossen, und wir erhalten 
den Satz: 

Ist T eine absolut beschränkte und abgeschlossene Punktmenge, w ein 
nicht zu T gehöriger Punkt, so ist das kleinste T enthaltende Strahlsystem 
vom Ursprung w abgeschlossen. 

$ 18. Strahlsysteme verschiedener Stufen. 

Es kann der Fall eintreten, daß eine und dieselbe Punktmenge sich 
auf mehrfache Weise als ein Strahlsystem auffassen läßt. So ist z. B. 
jede lineare Mannigfaltigkeit A ein Strahlsystem, als dessen Ursprung jeder 
Punkt von A angesehen werden kann. — Ist B ein Strahlsystem, als dessen 
Ursprung jeder der beiden Punkte w,, w, gelten kann, und setzt man 


B=w TA = + Az, 
so gilt für > 0 


(9, —9)+ AR =A=aA,=al(w —,) +A]=a(w —w)+aA,=a(w,—w;)-+ A,, 
also, wenn b ebenfalls — 0 ist, 
(0, — 9) + A=b(w, —@)+A, 

oder, wenn a —b=c,(l1—c)w, +cw,= w, gesetzt wird, 

(6.) B=0w, +A =, —cw — ww) FA =w+A,.. 
Somit kann auch w, als Ursprung von B gelten; und da c jede reelle 
Zahl, w, jeden Punkt der Verbindungsgeraden von w, und w, repräsentieren 
kann, so folgt: Diejenigen Punkte, welche als Ursprung eines Strahlsystems B 
gelten können, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit A. 

Wir nennen A den totalen Ursprung von B, während wir als „Ursprung“ 
schlechthin jeden Punkt aus A, ebenso jede in A enthaltene lineare Mannig- 
faltigkeit bezeichnen. Unter der Stufe eines Strahlsystems verstehen wir 
die Dimension seines totalen Ursprungs. Die gewöhnlichen Strahlsysteme 
sind also von der O-ten Stufe. 


Aus (6.) folgt, wenn wir c= |] setzen, 
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Dies zeigt, daß ein Strahlsystem B bei jeder Parallelverschiebung, die einen 
Ursprungspunkt an die Stelle eines andern versetzt, in sich übergeht und 
daß das System der Richtungen der Strahlen von B unabhängig davon ist, 
auf welchen Ursprungspunkt man sich bezieht. 

Wir können die Strahlsysteme höherer Stufe noch etwas anders 
auffassen. —- Eine lineare Mannigfaltigkeit A von r <n Dimensionen, die 
als Verbindung von r+1 Punkten «,,...«,,, erhalten wird, und ein 
Punkt «, außerhalb A bestimmen eine lineare Mannigfaltigkeit A von r-+]1 
Dimensionen. In der Form 

ot Cı kit Orr Arrı 
mit der Bedingung «+ €, + ++ c,.,= 1 werden die Punkte von A, jeder 
einmal, dargestellt. Den drei Möglichkeiten c,—>0, = 0, <-0 ent- 
sprechend, zerfällt A in drei Systeme A,, A, A_. Diese Einteilung ist nur 
von A nicht aber von der speziellen Wahl der Punkte « abhängig, da jede 


Strecke, die einen Punkt aus A, mit einem aus A_ verbindet, einen Punkt 


aus A enthält, während die Systeme A, und A_ konvex sind. Das A, und 
A umfassende System A’, (ebenso A’) bezeichnen wir als (lineare) (r + 1)- 
dimensionale Halbmannigfaltigkeit vom Ursprung A. Sie ist durch A und 
einen nicht auf A gelegenen Punkt (etwa «,) bestimmt. Wie man sogleich 
sieht, ist A’ ein Strahlsystem vom (totalen) Ursprung A, und zwar das 
kleinste derartige «, enthaltende System. Jedes Strahlsystem vom Ur- 
sprung A kann demnach auch als ein System von (r-+ 1)-dimensionalen 
Halbmannigfaltigkeiten dieses Ursprungs angesehen werden. 

Es seien M,, M, zwei komplementäre Moduln ($ 3), und es möge, 
wenn $ eine beliebige komplexe Zahl ist, &= &,+ & die Zerlegung von & 
in die beiden zu M, bezw. M, gehörigen ‚Komponenten‘ darstellen. Durch- 
läuft dann 7, den Modul M,, so folgt aus ,n,=0,,&,=0: 

Gm" (Et — m)) = + hm); 
und hieraus weiter, daß 5—n, für „.=$, ein Minimum wird, daß also 
5, die Projektion von $ auf M,, ebenso £, die Projektion von & auf M, ist 
($5). — Hat man eine Gleichung „=p« +97, so folgt, da pa, + 9, 
zu M, p&s+ gP, zu M, gehört und die Summe beider Zahlen = ; ist, 


yı= Pa + gQPı: Y=P%+ QP:- 
Dies zeigt unter anderem, daß die Projektion einer Geraden eine Gerade 











fe) Steinvtz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


oder ein Punkt, mithin die Projektion einer linearen Mannigfaltigkeit eine 
lineare Mannigfaltigkeit ist. Ferner sieht man, daß die Projektion einer Strecke 
eine Strecke höchstens gleicher Länge oder ein Punkt wird, und daß daher 
jede konvexe Punktmenge sich wieder als konvexe Punktmenge projiziert. — 
Jeder in M, enthaltenen Punktmenge F, können wir eine (f, enthaltende) 
Punktmenge zuordnen, die aus allen Punkten besteht, deren Projektion auf M, 
der Menge F, angehört. Wir wollen die F, in dieser Weise zugeordnete 
Menge mit T,+ M, bezeichnen, weil sie aus allen Punkten von der Form 
Yı + Ug besteht, wo y, Element von F,, 4, Element von M, ist. Sind «,,f, 
zwei verschiedene Punkte aus M,, so haben «a, + M, und /,-+M, keinen 
gemeinsamen Punkt. Ist $=&,+%& ein beliebiger Punkt, „= a,+n, ein 
variabler Punkt aus «+ M,, so folgt, da (E— = (4, — a” + (&— 7)” 
für 73= & sein Minimum ($&,-—-«,)” annimmt, daß |&,—a,| den Abstand 
des Punktes & von «+ M, darstellt. Liegen also in jeder Umgebung von 
5, Punkte aus F,, so liegen in jeder Umgebung von & Punkte aus T, + M,, 
und umgekehrt. Da ferner 5, dann und nur dann zu f, gehört, wenn 
& zu f,+M, gehört, so sind die Punktmengen F, und FT, + M, entweder 
beide abgeschlossen oder beide nicht abgeschlossen. Ist F, + M, konvex, 
so muß auch F, als Projektion von f,+M, konvex sein. Auch hier gilt, 
wie sofort zu sehen, die Umkehrung. — Ist F, ein in M, gelegener Strahl 
mit dem Ursprung w,, so ist f,+ M, eine Halbmannigfaltigkeit mit dem 
(totalen) Ursprung w, + M,, und umgekehrt. — Ist F eine zunächst beliebige 
Punktmenge, F, die Projektion von F auf M,, ä, ein Punkt von M,, und 
liegen in jeder Umgebung von &, Punkte aus f,, so gibt es in F Punkte, 
deren Abstand von 5, + M, unter jeder vorgeschriebenen Größe liegt. Wird 
nun F als abgeschlossen und absolut beschränkt vorausgesetzt, so muß 
nach einem bekannten Satze auch wenigstens ein Punkt aus fF in &,+M, 
liegen, mithin &, zu F, gehören. Also ist auch F, abgeschlossen. D. h. 
die Projektion einer abgeschlossenen und absolut beschränkten Punktmenge 
ist abgeschlossen (und natürlich auch absolut beschränkt). — Behalten wir 
die Voraussetzungen bei, und verstehen wir unter w, einen nicht zu T, 
gehörigen Punkt aus M,, also unter w, + M, irgendeine zu M, parallele 
Mannigfaltigkeit, die keinen Punkt von F enthält, und bezeichnen wir mit 
w,+ A, das kleinste F, enthaltende Strahlsystem vom Ursprung w,, so ist 
nach dem letzten Satze in $ 17 w, + A, abgeschlossen. Somit ist auch 
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@,—+ A,+ M, abgeschlossen. Nun besteht aber w, + A,+ M, aus allen den 
Halbmannigfaltigkeitev vom Ursprung ®, + M,, die Punkte aus T enthalten, 
ist also das kleinste F enthaltende Strahlsystem dieses Ursprungs. Somit 
ergibt sich der allgemeinere Satz: Ist T eine abgeschlossene und absolut 
beschränkte Punktmenge, A(= w, + M,) eine lineare Mannigfaltigkeit, die 
keinen Punkt aus FT enthält, so ist auch das kleinste T enthaltende Strahl- 
system vom Ursprung A abgeschlossen. 


$ 19. Konvexe Strahlsysteme. 


1. Ist T eine beliebige Punktmenge, g eıne beliebige reelle Zahl, so 
ist die Menge A aller Punkte «, für welche g eine obere Schranke von af 
ist, konvex und abgeschlossen. 

Durch eine Ungleichung von der Form „£<{g wird nämlich ein 
Halbraum definiert, und A ist offenbar der Durchschnitt aller der Halb- 


räume, die den verschiedenen Zahlen , aus F entsprechen. 


‘ 

2. Ist T eine beliebige Punktmenge, so ist das System A aller Punkte 
a, für welche «aT nach oben beschränkt ist, ein konvezes Strahlsystem mit dem 
Ursprung 0. 

Ein konvexes Strahlsystem vom Ursprung 0 läßt sich nämlich offen- 
bar charakterisieren als eine Punktmenge M von der Beschaffenheit, daß, 
wenn i,, U, zwei (gleiche oder verschiedene) Elemente aus M und c..r, 
nicht negative Zahlen sind, allemal auch c,u,+ cu, zu M gehört. Sind 
nun «,,c, Elemente des in unserem Satze erwähnten Systems A, und be- 
zeichnet g eine obere Schranke von «,F und &/, so ist (+ c%)g eine 
obere Schranke von (c,@, + z«,)T, woraus das Behauptete folgt. — Ist « 
Element von A und g obere Grenze von «T, so ist FT in dem durch die 
Ungleichung «5<{g definierten Halbraum enthalten, und da dieser konvex 
und abgeschlossen ist, so enthält er auch F’. g ist daher zugleich obere 
Grenze von «f’. — Ist ferner ce 0, so ist eg die obere Grenze von «{eF). 
Wird nun F selbst als Strahlsystem vom Ursprung 0 vorausgesetzt, so ist 
ef=f, also cg=g9,9=0. ZT ist also entweder nach oben unbeschränkt 
oder hat die obere Grenze 0. Daraus folgt nach dem ersten Satze dieses 
Paragraphen, daß das System A der Punkte «, für welche «F nach oben 
beschränkt ist, abgeschlossen sein muß. Somit ist der erste Teil des 
folgenden Satzes bewiesen: 

Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1, 


IN 








10 Steinitz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


3. Ist T ein Strahlsystem vom Ursprung 0, so ist das System A aller 
Punkte «, für welche «T nach oben beschränkt ist, ein abgeschlossenes konvexes 
Strahlsystem mit dem Ursprung 0. Ist T auch abgeschlossen und konvex, 
so besteht umgekehrt T aus allen Punkten y, für welche yA nach oben be- 
schränkt ıst. 

Um den zweiten Teil zu beweisen, beachten wir, daß für irgend 
zwei Punkte @,y aus A und FT «y<{ 0 sein muß, da 0 die obere Grenze 
von «af ist. Hieraus folgt aber, daß für jedes y aus FT yA nach oben 
beschränkt ist. Ist andererseits y, irgendeine Zahl, für welche y,A nach 
oben beschränkt ist, also (da A Strahlsystem vom Ursprung 0 ist) die O 
zur oberen Grenze hat, und stellt die Ungleichung d&£ << c irgendeinen F 
enthaltenden Halbraum dar, so ist ce > 0, dT nach oben beschränkt, daher 
ö Element aus A,y‚d<0<{c, also auch y, Punkt dieses Halbraums. 
Mithin gehört y, ($ 11,3.) dem System F’=T an. — Wir nennen A und F 
komplementäre Strahlsysteme (eine Bezeichnung, die wir nur bei abgeschlossenen 
konvexen Strahlsystemen mit dem Ursprung 0 gebrauchen). Von zwei 
komplementären Strahlsystemen enthält, dem Vorangehenden zufolge, jedes 
die Zahlen, die mit jeder Zahl des anderen multipliziert einen nicht posi- 
tiven Wert ergeben. Oder geometrisch ausgedrückt: jedes enthält alle die 
Strahlen (vom Ursprung 0), die mit jedem Strahl des anderen einen rechten 
oder stumpfen Winkel bilden. — Die früher ($ 3) eingeführten komple- 
mentären Moduln sind auch komplementäre Strahlsysteme. 

Der beim Beweise von 3. bemerkte Umstand, daß, wenn das Strahl- 
system F vom Ursprung 0 in Richtung « beschränkt ist, die obere Grenze 
von af O0 sein muß, zeigt, daß @&=0 die Gleichung der Stützebene in 
dieser Richtung ist, also jede Stützebene durch den Ursprung 0 von F 
hindurchgeht. Daraus ergibt sich allgemein: 

4. Jede Stützebene eines Strahlsystems geht durch seinen (totalen) 
Ursprung. 

Wir zeigen jetzt: 

5. Ist in einem konvexen Strahlsystem A eine lineare Mannigfaltigkeit 
M enthalten, die durch einen Ursprungspunkt w von A hindurchgeht, so vst 
die ganze Mannigfaltigkeit M Ursprung von A. 

Beim Beweise können wir unbeschadet der Allgemeinheit »® = 0 an- 
nehmen, so daß M ein Modul, A ein konvexes Strahlsystem vom Ursprung 
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0 ist. Nach der oben (8. 9, Z. 18) gegebenen Charakterisierung eines solchen 
Strahlsystems müssen, wenn u, also auch — u zu M, « zu A gehört, auch 
die Punkte „+« und —u+oa in A enthalten sein. Hiernach sind die 
Punktmengen u+A und —u+A inAA enthalten, und da —u+A Teil 
von A ist, so ist A= u + (— u +A) Teil von «+ A. Daraus folgt u+ A=A, 
und diese Gleichung zeigt, daß u, d. h. jeder Punkt von M, als Ursprung 
von A anzusehen ist. 

Es sei B das kleinste Strahlsystem vom Ursprung 0, welches eine 
gegebene Punktmenge A enthält. Sind £,,/, zwei Punkte aus B, 9,, 9, 
zwei beliebige positive Zahlen, so kann man ß, = c,0,, Pa= 6,0, setzen, wo 
6 >0,%>0 und «@,ca, Punkte aus A sind. Ist A konvex, so ist auch 
PıCı& + P2C, a 


‚PıCı + Pat; 
Dies zeigt, daß in diesem Falle auch B konvex ist. Also: 


6. Ist A eine konvexe Punktmenge, so ist das kleinste A enthaltende 
Strahlsystem B vom Ursprung w ebenfalls konvex. 

Zusatz: Ist statt eines Punktes » eine lineare Mannigfaltigkeit 
@-+-M (M ein Modul) gegeben, so ergibt sich dasselbe Resultat. Denn wenn 
man in diesem Fall unter B das kleinste A enthaltende Strahlsystem vom 
Ursprung + M versteht und mit A,B,, w, die Projektionen von A,B,w 
auf den zu M komplementären Modul N bezeichnet, so ist ($ 18) A, kon- 
vex, B, das kleinste A, enthaltende Strahlsystem vom Ursprung w,, also 
nach 6. konvex, und daher ist auch B konvex ($ 18). 

Es seien A,B und M,N zwei Paare komplementärer Strahlsysteme 
(also 0 Ursprungspunkt). Ist M in A enthalten, so ergibt sich aus der 
Erklärung der komplementären Systeme sofort, daß B in N enthalten sein 


in A, mithin p7,6,%, + Pg6%&= Pıßı + PaP, In B enthalten. 





muß. Ist, wie wir jetzt voraussetzen wollen, M der totale Ursprung von A, 
also ein Modul, und zwar nach Satz 5. der größte in A enthaltene Modul, 
so ist N der kleinste B enthaltende Modul und, da B den Nullpunkt ent- 
hält, überhaupt die kleinste B enthaltende lineare Mannigfaltigkeit. Wird 
mit s die Stufe von A, mit r die Dimension von B bezeichnet, so stellen 
s und r zugleich die Dimensionen der Moduln M und N dar. und da diese 
komplementär sind, so ist r+s=n. — Wenn A nicht den ganzen Raum 
umfaßt, ist s<(n, r >0, und wir können aus B r linear unabhängige Zahlen 
Pi; -.. ö, herausgreifen. Diese stellen dann eine Basis des Moduls N dar. 
und die Gleichungen 
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Pi = 0 (=1,.|n 
haben also nur die Zahlen des Moduls M zu gemeinsamen Lösungen. Da 
ferner für jedes Element « aus A 

Aa < 0 (e1,...n) 
ist, so ist 

that +A)a<o 
und nur dann gleich 0, wenn «@ dem Modul M angehört. Die durch die Gleichung 
(Aıtßet "+ Pß)E=0 
definierte Ebene ist daher Stützebene von A und hat mit A nur die Punkte 
von M gemein. — Wir formulieren diese Resultate in den beiden folgenden 
Sätzen: 

7. Sind A und B komplementäre Strahlsysteme, und bezeichnet s die 
Stufe von A, r die Dimension von B, so ist r+s=Nn. 

8. Ein konvexes, abgeschlossenes, nicht den ganzen Raum umfassendes 
Strahlsytem A besitzt Stützebenen, die mit A nur die Punkte des totalen Ursprungs 
gemein haben. 

Wir wollen solche Stützebenen als ‚äußere Stützebenen‘ bezeichnen. 
Diese Bezeichnung wird nur bei konvexen abgeschlossenen Strahlsystemen 
gebraucht werden). 

Ein konvexes Strahlsystem mit dem Ursprung 0 enthält jeden Punkt, 
der sich aus zwei oder allgemeiner aus endlichvielen seiner Punkte mittels 
nicht negativer Koeffizienten komponieren läßt. Ist nun A eine beliebige 
Punktmenge und B das System aller Punkte, die sich aus je endlichvielen 
Punkten von A mit nicht negativen Zahlen komponieren lassen, so muß 
ein konvexes A enthaltendes Strahlsystem vom Ursprung 0 auch B enthalten. 
Andererseits besitzt B selbst die charakteristischen Eigenschaften eines 
solchen Systems. Dies besagt: 

9. Ist A eine beliebige Punktmenge, so besteht das kleinste konvexe A 
enthaltende Strahlsystem vom Ursprung 0 aus den Punkten, die aus je end- 
lichvielen Punkten von A mit nicht negativen Koeffizienten komponierbar sind. 

Zufolge $ 10,1. braucht man zur Darstellung jedes einzelnen Punktes 
dieses Systems nicht mehr als n Punkte aus A zu verwenden. 

$ 20. Allseitige Strahlsysteme. 

Legt man durch den Ursprung ® eines Strahlsystems A eine beliebige 
Ebene A. so wird, falls A total unbeschränkt ist, stets auf jeder Seite von 
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A wenigstens ein Strahl aus A liegen. Ist hingegen A nicht total unbe- 
schränkt, so kann man A als Stützebene wählen; dann ist die eine Seite 
von A von Strahlen frei. Aus diesem Grunde bezeichnen wir die total 
unbeschränkten Strahlsysteme auch als allseitige Strahlsysteme*). Ein 
Strahlsystem, das ein allseitiges Teilsystem enthält, ist natürlich selbst 
allseitig. Wenn ein allseitiges Strahlsystem A kein kleineres allseitiges 
System als Teil enthält, wenn also durch die Weglassung eines einzigen, 
wie auch immer gewählten Strahles aus A die Allseitigkeit aufgehoben wird, 
so nennen wir A irreduzibel **). 

Wir beweisen: 

1. Damit ein Strahlsystem A vom Ursprung 0 allseitig sei, ist not- 
wendig und hinreichend, daß man ihm eine endliche Anzahl von Strahlen 

(7.) Bi 
entnehmen kann, unter denen sich n linear unabhängige befinden und zwischen 
denen eine lineare Relation mit lauter positiven Koeffizienten besteht. Die 
Anzahl m kann dabeı < 2n angenommen werden. 

Wir zeigen zunächst, daß die angegebenen Bedingungen hinreichend 
sind. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit B das angenommene System 
der Strahlen (7.). B ist dann ein konvexes Strahlsystem vom Ursprung 0, 
das die Zahlen (7.) und daher auch alle aus ihnen mittels positiver Koeffi- 
zienten komponierbaren Zahlen enthält. Ist nun y eine beliebige Zahl, 
so hat man, da unter den Zahlen (7.) n linear unabhängige vorkommen, 
zunächst eine Gleichung 

(8.) yvzcadıt + 0,m 
in der auch negative Koeffizienten vorkommen können. Da aber nach 
unserer Voraussetzung eine Gleichung 


0= 4,0; + Dar * A m 
mit lauter positiven Koeffizienten besteht, so erhalten wir, wenn wir diese 
Gleichung mit einer hinreichend großen positiven Zahl multipliziert zu (8.) 


addieren, eine neue Darstellung von 7 mit lauter positiven Koeffizienten. 
y ist also in B enthalten, und B umfaßt den ganzen Raum. Daraus folgt, 


*) Vgl. meine in der Einleitung zitierte Arbeit, Arch. f. Math. u. Phys.. Ill. Reihe. 
14. 8.7. 
" 1.0.80 
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daß B total unbeschränkt ($ 11), also allseitig ist. Daher ist auch das B 
enthaltende Strahlsystem A allseitig. 

Setzen wir andererseits A als allseitiges Strahlsystem voraus, so 
umfaßt A alle Punkte. Da nicht alle Strahlen von A in einer Ebene 
liegen, so kann man unter ihnen n linear unabhängige 

_ ee 


finden. Bildet man mittels positiver Koeffizienten « eine Zahl 
(9.) = ++ ++a,t,, 
so ıst d+0,—0d, wie jede Zahl, in A enthalten und daher nach $ 10,4. 
aus nicht mehr als n+ 1, nach $ 10, 1. sogar aus r<{n Zahlen 
h ER BE 
des Systems A, die natürlich +0 angenommen werden können, mittels 
positiver Koeffizienten komponierbar. Man hat also eine Gleichung 


(10.) —d= Anzı &n+ı a se ze Antr Ontr (Qau+1 =” 0, ... An+r > 0), 


und erhält aus (9.) und (10.) die zu beweisende Relation 


At ++ Qurr, Any = 0 (a, >0, ...0,4, > 0) 
zwischen den Strahlen a,,...%;,. Da hierbei n+r<2n ist, so ıst 
auch gezeigt, daß die in unserem Satze mit m bezeichnete Zahl <2n 
angenommen werden kann. Damit ist Satz 1. bewiesen. — Da die Strahlen 
iyse. &n;, mach diesem Satze selbst schon ein allseitiges System bilden, 
in jedem allseitigen System also ein solches von nicht mehr als 2» Strahlen 
enthalten ist, so kann ein irreduzibles allseitiges System aus höchstens 
2n Strahlen bestehen. Daß es mindestens n + 1 Strahlen enthalten muß, 
folgt daraus, daß aus n Zahlen, wenn keine negativen Koeffizienten zuge- 
lassen ‚werden, nicht alle Zahlen komponierbar sind, also n Strahlen kein 
allseitiges System bilden können. Ein allseitiges System von n+ 1 Strahlen 
ist daher notwendig irreduzibel. Man sieht auch sofort, wie man ein 
solches System konstruieren kann: Man wähle «,,... «, linear unabhängig 
und n + 1 beliebige positive Zahlen a,,@a,,...a,, bestimme sodann PR aus 
der Gleichung 

| Hot nt ta, =; 
dann ist das System der n-+ 1 Strahlen o,,«@,,... «, allseitig. — Eın irre- 
duzibles allseitiges Strahlsystem von 2n Elementen wird von n Gegen- 


4 strahlenpaaren 
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&; &, RW 
p=- u hR=—-&,.. MM, 

gebildet, vorausgesetzt, daß sie nicht alle in einer Ebene liegen. Denn 

unter dieser Voraussetzung sind «,,...«, linear unabhängig und, da 
at +0,+Pıt.-+tPp,=0 

ist, ist das System nach Satz 1. allseitige. Läßt man aber einen Strahl 

fort, so liegt sein Gegenstrahl auf der einen Seite der Ebene A, die man 

durch die übrigen Strahlen legen kann, während auf der anderen Seite 

von A jetzt kein Strahl mehr gelegen ist. Das System der 2n Strahlen 

ist also irreduzibel. 

Wir fassen diese Ergebnisse noch einmal in dem Satze zusammen: 

2. In jedem allseitigen Strahlsystem (auch in jedem, das unendlich 
viele Strahlen enthält) ist wenigstens ein irreduzibles enthalten. Ein solches 
besteht aus wenigstens n+ 1 und höchstens 2n Strahlen; und es gibt vrre- 
duzible allseitige Strahlsysteme aus n+ 1 und solche aus 2n Strahlen. 

Wir fügen noch den folgenden Satz hinzu: 

3. Wenn ein allseitiges Strahlsystem T kein (irreduzibles) allseitiges 
Strahlsystem von weniger als 2n Elementen enthält, so besteht es aus n Paaren 
von Gegenstrahlen. 

Beweis: Es erfülle das Strahlsystem F die Voraussetzungen des 
Satzes 3. und habe den Nullpunkt zum Ursprung. Nach Satz 2. ist dann 
in F ein irreduzibles allseitiges aus 2n Strahlen bestehendes Strahlsystem A 
enthalten. Wir bezeichnen mit «a,,...«, n linear unabhängige Strahlen 
aus A, die übrigen mit &%;1,.-. %, und setzen — @,,, =; (k=1,...n). 
Wir bezeichnen ferner mit A, bzw. B, die Menge aller Punkte 

Ga ++ +00, bzw aßfıt:-+cP, 

mit positiven (nicht verschwindenden) Koeffizienten ec. Die Punktmengen 
A, und B, sind konvex, und A, ist n-dimensional. Es seı jetzt 

(11.) yzGaTt +++ 00, 
ein beliebiger Punkt aus A. y ist #0 und, da A allseitig ist, so läßt 
sich — y aus n oder weniger als n von den Zahlen «,,... «,„ mittels posi- 
tiver Koeffizienten komponieren. Wir haben also eine Gleichung 

(12) —-y=GrıYıt "tt 4rfr (nr >0;,... 40), 
wobei die Zahlen y,,...7, unter den Zahlen «,,...«, vorkommen und 
r<n ist. Aus (11.), (12.) folgt 
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ht tn t nr Yı tt nr, = 0 
und hieraus nach Satz 1., daß die Strahlen «,,... @,,/ı,..., ein allseitiges 
System bilden. Da dieses aber Teil des irreduziblen Systems A ist, so 
muß es mit A identisch sein. Wir erhalten also r=n und dürfen, da 
über die Reihenfolge der Elemente noch nicht verfügt wurde, 
Yı= ar = — Ps :-- Yan =— 
annehmen. Gleichung (12.) geht jetzt über in 
Y=nrßıt + ße: 
und dies zeigt, daß y der Punktmenge B, angehört. Somit ist A, Teil von 
B,, daher auch B, n-dimensional, und wir können jetzt in genau derselben 
Weise zeigen, daß B, in A, enthalten, also A,=B;, ist. 
Jede beliebige Zahl „ läßt sich in der Form 
| y=CdTt + 0,0; 
ebenso in der Form j 
yabpıt rt bußn | 

darstellen, wenn die Koeffizienten keiner Beschränkung unterworfen werden. 
Beide Darstellungen sind eindeutig bestimmt. Wenn in der einen die Koef- 
fizienten sämtlich positiv ausfallen, so gehört zu A,=B,, und die Koef- 
fizienten in der andern Darstellung sind ebenfalls sämtlich positiv. — Es 
sei jetzt 

zaat tm =bßit rt bahn 
eine beliebige Zahl aus A‚,=B,, also & >0, 5 >0 (i=|],...n), 

yzaahat tm =bßitrt bahn 
eine ganz beliebige Zahl. Dann ergibt sich für jedes x 
y+3yY=(a+24) ++ +(,+20,),=(4 + ab)Pıt + (but wbu)Pn- 
Ist ein Koeffizient b, negativ, so wird für großes positives x auch 5 + xb, <.0, 
und es können also nicht alle Koeffizienten a, + za, positiv sein. Aus 
a,+ za, <0 folgt aber a,<-0; d.h. es muß auch ein negativer Koeffi- 
zient a, vorkommen. Betrachten wir jetzt eine Zahl 


(13.) yı=zaat ta =bPfrt rt bußn 
wo 4, >0,..%>0,%.41=0,...0,=0, so kann kein Koeffizient b nega- 
tiv ausfallen. Das gilt auch, wenn wir die Zahlen o,,... «, selbst in der Form 
(14.) = Caßıt + Cußn de1,...8 


darstellen. Die Zahlen «,,...«, sind linear unabhängig; daher müssen 
in den Gleichungen (14.) insgesamt wenigstens k Zahlen 5 wirklich (d. h. 
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mit nicht verschwindenden, also positiven Koeffizienten) auftreten. Da 
wir nun Gleichung (13.) aus den Gleichungen (14.) erhalten können, indem 
wir diese mit den positiven Zahlen a,,...a, multiplizieren und addieren, so muß 
in (13.) die Anzahl / der positiven Koeffizienten b, größer oder gleich % sein. 
Da sich in gleicher Weise k >! nachweisen läßt, so muß k=/ sein. Dies, 
auf den Fall k= 1 angewandt, zeigt, daß jede der Zahlen «, mit einer der 
Zahlen /,; bis auf einen positiven Faktor übereinstimmt. Die Strahlen 
&,... 0, sind also bis auf die Reihenfolge mit den Strahlen %, = — 0,;» + -- 
Pa = — &g„ identisch, und damit ist gezeigt, daß sich das System A aus 
n Paaren von Gegenstrahlen zusammensetzt. 
Es sei jetzt d irgendein nicht zu A gehöriger Strahl vom Ursprung 0, 
=, + ++ a,g, 
Dann ist die Anzahl %k der nicht verschwindenden Koeffizienten a größer 
oder gleich 2. Wir wollen a,#+0,...a,+0 annehmen, was unbeschadet 
der Allgemeinheit zulässig ist, ferner a, =c, =1,...%k) und o,=y, oder 
= —y(t=|1,...n) setzen, je nachdem a, >0 oder <- 0 ist. Dann ergibt sich 
d=aypıt ++ ap 
Hier sind die Koeffizienten c,,....c, sämtlich > 0 und 
Yırı--Yas —Yırs-— Ya 
sind in neuer Bezeichnung wieder die 2» Strahlen von A. Wählen wir, 
falls k <n ist, noch n — %k beliebige positive Zahlen c,.,,...c„, so wird 
+ GH tet nat rl N)t et) 0, 
und aus dieser Gleichung folgt nach Satz 1., daß die 2n— k+ 1 Strahlen 
Ö, Yarıs + Ya — Yıs ++ — Yn 
ein allseitiges Strahlsystem bilden. Bis auf d gehören alle diese Strahlen 
zu A, also auch zu f. Gehörte auch d zu T, so enthielte F ein allseitiges 
Strahlsystem von 2n—k+1 .d. h. von weniger als 2n Elementen. Da 
dies gegen die Voraussetzung ist, so ist hiermit gezeigt, daß ein nicht in 
A enthaltener Strahl d auch nicht zu F gehören kann. Mithin ist FT=A, 
und damit ist Satz 3. bewiesen *). 
$21. Relativ allseitige Strahlsysteme. 
Ein Strahlsystem A mit dem Ursprung w soll relativ allseitig heißen, 
wenn wenigstens eine durch w gehende lineare (mindestens eindimen- 


x *) Eine synthetische Ableitung aller irreduziblen Strahlsysteme in den Fällen 
n=2 undn=3 s.a.a.0. S. 9—17. 
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sionale) Mannigfaltigkeit A von solcher Art existiert, daß zu jeder Seite 
einer jeden durch w gehenden, aber A nicht enthaltenden Ebene wenigstens 
ein ın A enthaltener Strahl des Systems A liegt. Wollen wir es genauer 
bezeichnen, so sagen wir, daß A innerhalb N allseitig ist. Jedes allseitige 
Strahlsystem gilt auch als relativ allseitig; denn die A auferlegten Be- 
dingungen sind bei einem solchen System erfüllt, wenn man für A den 
ganzen Raum nimmt. — Relativ allseitig ist insbesondere jedes Strahl- 
system, das zwei Gegenstrahlen enthält. — Ist w, + A ein: Strahlsystem 
höherer Stufe, und sind », und w, Ursprungspunkte, so st  +A=w;-+ A 
($ 18.), woraus zu ersehen ist, daß es für die Entscheidung der Frage, ob 
ein Strahlsystem relativ allseitig ist oder nicht, gleichgültig ist, welchen 
Ursprungspunkt man zugrunde legt. 

Wenn das Strahlsystem A innerhalb der r-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit A allseitig ist, so ist auch derjenige Teil B von A, der in die 
Mannigfaltigkeit A fällt, innerhalb A allseitig. Eine durch den Ursprung w 
gehende, A nicht enthaltende Ebene M schneidet A in einer linearen Mannig- 
faltigkeit M, von r— 1 Dimensionen; ebenso kann jede in A gelegene durch 
wo gehende (r— 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M, als Schnitt von A 
und einer Ebene M erhalten werden. Zwei Punkte oder zwei von w aus- 
gehende Strahlen, die A angehören, liegen zu verschiedenen Seiten von M,, 
wenn sie zu verschiedenen Seiten von M liegen, und umgekehrt. Für das 
in A gelegene und innerhalb A allseitige Strahlsystem B müssen daher die 
Sätze gelten, die im vorigen Paragraphen für allseitige Strahlsysteme be- 
wiesen wurden; nur ist der Raum P überall durch A und n durch r zu 
ersetzen. Insbesondere gilt also die Gleichung B=A. Ferner müssen — 
wenn wir wieder O0 als Ursprung annehmen — in B endlichviele Strahlen 
Bis: Pm existieren, unter denen wenigstens r linear unabhängig sind, und 
zwischen denen eine Relation c,ßi ++ c„Pm= 0 mit lauter positiven 
Koeffizienten besteht. Damit ist zugleich die Notwendigkeit der im folgenden 
Satze angegebenen Bedingung dargetan: 

1. Damit ein Strahlsystem A vom Ursprung 0 relativ allseitig sei, ıst 
notwendig und hinreichend, daß A ein endliches System von Strahlen 


0, Oggy .. Om 
enthält, zwischen denen eine Relation c,&, + + 0,0, = 0 mit lauter positiven 
Koeffizienten besteht. 
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Zufolge $ 10,2. kann man noch vorschreiben, daß m <n+1 sein 
soll. — Um zu zeigen, daß die angegebene Bedingung hinreichend ist, 
nehmen wir an, es befinden sich unter den Zahlen «,, «,,....@„ rund nicht 
mehr linear unabhängige. Die Zahlen «,,...«,„ bilden dann die Basis 
eines r-dimensionalen Moduls M, und es folgt genau wie beim Beweise des 
Satzes $ 20,1., daß sich jede Zahl dieses Modu's aus «,,... @,„ mittels posi- 
tiver Koeffizienten komponieren läßt, daß daher die Strahlen «,,...«,„ ein 
innerhalb M allseitiges System bilden, mithin A relativ einseitig ist. 

Wenn ein Strahlsytem A innerhalb einer (durch seinen Ursprung 
gehenden) linearen Mannigfaltigkeit A allseitig ist, so kann eine durch den 
Ursprung gehende, A nicht enthaltende Ebene nicht Stützebene von A sein. 
Da ferner die durch A gehenden Ebenen Strahlen aus A enthalten, so folgt: 
Ein relativ allseitiges Strahlsystem besitzt keine von Strahlen freie Stützebene. 
Es ist nun von Wichtigkeit, daß bei Beschränkung auf abgeschlossene 
Strahlsysteme auch die Umkehrung gilt: 

2. Wenn ein abgeschlossenes Strahlsystem A keine von Strahlen freie 
Stützebene besitzt, so ıst es relativ allseitıq. 

Beweis: Wenn A keine Stützebene besitzt, so ist A allseitig. Es 
ist also nur der Fall zu erörtern, daß Stützebenen wohl existieren, aber 
in jeder Stützebene wenigstens ein Strahl aus A liegt. Wir nehmen 0 als 
Ursprung von A an und bezeichnen mit A, den Durchschnitt von A mit 
der Einheitskugel (das System der Riehtungen der Strahlen von A). A, 
ist absolut beschränkt und, wie A, abgeschlossen. — Wir betrachten jetzt 
Systeme von (endlichvielen) Zahlen in bestimmter Anordnung 

(15.) : 90. FRE , 59 
die den folgenden Bedingungen genügen: 
1) die Zahlen /,,...?, sind linear unabhängig; 
2) es gibt in A, wenigstens eine Zahl «, für welche die 
Produkte 
(16.) Pa, ... P,« 
sämtlich verschwinden; 
3) wenn es in A, Zahlen « gibt, für welche die Produkte 
(16.) nicht sämtlich verschwinden, so hat für jede 
solche Zahl « das erste nicht verschwindende Pro- 


dukt einen negativen Wert, 


5 
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Man sieht zunächst, daß es Systeme dieser Art wirklich gibt. Denn 
wenn /, eine Richtung bezeichnet, nach welcher A beschränkt ist, so ist 
P,5= 0 die Gleichung der Stützebene in Richtung /,, für jede Zahl « 
aus A, wird A,@<{0, und es wird ,@=0, wenn man für « die Richtung 
eines in die Stützebene fallenden Strahles einsetzt. Die Zahl /, bildet 
also für sich ein den Bedingungen 1), 2), 3) genügendes System. — Man 
sieht ferner, daß die Anzahl r der Elemente eines solchen Systems <n 
sein muß, weil für r=n die Bedingungen 1), 2) nicht miteinander ver- 
träglich sind. — Es stelle jetzt (15.) irgendein den Bedingungen 1), 2), 3) 
genügendes System dar, es bezeichne A, (k=1,...r) das System derjenigen 
Zahlen aus A,, welche den Gleichungen 

BE=0, BE=0,... A= 0 
genügen, Ö irgendeine aus Pa, -.. 9; nicht komponierbare Zahl. Die 
Systeme A, sind als Durchschnitte abgeschlossener Punktmengen selbst 
abgeschlossen und als Teile des absolut beschränkten Systems A, selbst 
absolut beschränkt. Wenn daher die komplexe Veränderliche & eines der 
Systeme A, (k=0,1,...r) durchläuft, so ist die stetige Funktion d& be- 
schränkt und erreicht ihre obere Grenze. Wird die obere Grenze von ÜAı 


mit g, bezeichnet, so ist 
HZ" DI: 


da jedes System ın der Reihe A,, A, ... A, das folgende enthält. — Unser 
nächstes Ziel ist nun, zu beweisen, daß g, > 0 sein muß. Wir führen diesen 
Beweis durch Induktion, nehmen also an, daß entweder r=1 ist, oder 
daß r > 1 und der Beweis für jedes den Bedingungen 1), 2), 3) genügende 
System von weniger als r Zahlen bereits geführt ist. Ferner verfahren 
wir indirekt; wir nehmen also an, es wäre 9,<-0, etwa 
,=—-27, »>%. 

Wir bezeichnen dann mit F das System aller derjenigen Zahlen aus A,_,, 
welche der Bedingung d&>—p genügen. Das System T kann leer aus- 
gehen; wenn es aber nicht leer ist, so stellt es (als Durchschnitt des durch 


die Ungleichung d& >—p definierten Halbraums mit A,_,) eine abge- 
schlossene und absolut beschränkte Punktmenge dar, die keinen Punkt 
mit A, gemein hat. Für jede Zahl £ aus F wird (im Falle r >1), da sie 
zu A,_, nicht aber zu A, gehört, 

BE=09;:«fhast> dt, 
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dagegen ?,&$+0 und darum nach 3) 

BP, <0. 
Dies letzte gilt auch im Falle r=1. Hieraus, und weil F abgeschlossen 
und absolut beschränkt ist, folgt, daß P, T eine negative obere Grenze hat. 
Wir bezeichnen sie mit — Ah; ferner mit g eine Zahl, die, wenn m die 


obere Grenze von JF ist, der Bedingung q > r ‚ wenn f leer ist, der Be- 


dingung q > 0 genügen soll, im übrigen aber willkürlich zu wählen ist. 
Betrachten wir nun den Ausdruck 
(+ qP,)S; 
worin wir & die Menge A,_, durchlaufen lassen. Dann ist (im Falle r > 1) 
Pı&=0,...P,1$=0, also zufolge der Bedingung 3) stets 9,8 <0. Dies 
gilt wiederum auch im Falle r=1. Ist ferner $ Element von F, so ist 
de <m<m,ß,:<—h 
(d + aPp)s<im — ah< m — —h=0, 


also (+ gß,)5<-0. Ist & kein Element von F, so ist dE <— pP, P,F<0, 
also ebenfalls (d -+ gP,)&E<-0. Somit hat, wenn wir 
ö+qP,= 0 
setzen, d’A,_, eine negative obere Grenze. Im Falle r = 1 ist das unmög- 
lich, da sonst die Gleichung d’&=0 eine Stützebene von A darstellen 
würde, die keinen Strahl enthielte. Somit ist die behauptete Ungleichung 
9,0 für den Fall r=1 bewiesen. Ist aber r >1, so stellen die Zahlen 
rs +++ Pr-ı 
ein System dar, welches ebenfalls den Bedingungen 1), 2), 3) genügt. 
Dann aber kann, da d’=d-+ gß, nicht aus f,,... ?,. also a fortiori nicht 
aus f}.... ß,_| komponierbar ist, d’A, , keine negative obere Grenze haben, 
weil unsere Behauptung für den Fall r — 1 als bewiesen anzusehen ist. 
Damit ıst die Ungleichung g, >0 bewiesen. 

Ist ,,=0, so nimmt df, wenn & das System A,, also alle die- 
jenigen Zahlen aus A, durchläuft, für welche A,F,... 2, verschwinden, 
wenigstens einmal den Wert O0 aber niemals einen positiven Wert an. 
Hieraus, und weil f,,.../,,d linear unabhängig sind, folgt, daß diese 
r+ 1 Zahlen ebenfalls den Bedingungen 1), 2), 3) genügen. — Wir wollen 
aber jetzt annehmen, daß das System /,,.../ß, schon ein solches mit 
möglichst vielen Elementen sei. Dann muß also g, >0 sein. Bezeichnet 
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jetzt M den Modul mit der Basis f,,...,, N den zu M komplementären 
Modul, A eine Ebene durch den Nullpunkt, die den Modul N nicht ent- 
hält, so wird A durch eine Gleichung d&= 0 dargestellt, wo d (also auch 
— 0) nicht aus /,,... ß, komponierbar ist. Es gibt daher in A, ein Ele- 
ment &,, für welches da,>0 ist, ebenso ein Element «,, für welches 
—0&%>0 ist. Nun ist A, der Durchschnitt von A, und N; «, und «, 
sind also die Richtungen zweier in N gelegener Strahlen aus A, und diese 
Strahlen liegen zu beiden Seiten der Ebene A. Mithin ist A innerhalb N 
allseitig, also ein relativ allseitiges Strahlsystem. — Somit ist Satz 2. bewiesen. 

Es sei A eine beliebige Punktmenge, ® ein nicht zu A gehöriger 
Punkt. Wir setzen A=w-+ A, und bezeichnen mit B=w-+B, das kleinste 
A enthaltende Strahlsystem vom Ursprung w. Dann ist B, das kleinste A, 
enthaltende Strahlsystem vom Ursprung 0, und die Strahlen dieses Systems 
werden durch die Zahlen von A, (unter denen keine O0 ist) bezeichnet. 
Eine zwischen Zahlen «,,...«@,„ aus A, bestehende Gleichung c,a, + »-- 
+ 0„@,= 0 mit positiven Koeffizienten würde der Ausdruck dafür sein, 
daß B,, also auch B relativ allseitig ist (Satz 1.), sie stellte aber, da wir 
ja die Summe der Koeffizienten = 1 machen können, die Bedingung dafür 
dar, daß 0 zu A,, also » zu A gehört. So folgt: 

3. Die kleinste eine Punktmenge A enthaltende konvexe Punktmenge A 
besteht aus allen Punkten von A und denjenigen Punkten w, für welche das 
kleinste A enthaltende Strahlsystem vom Ursprung w relativ allseitig ist. 

Es sei jetzt ® ein nicht zu A gehöriger Punkt, also das kleinste A 
enthaltende Strahlsystem B vom Ursprung w nicht relativ allseitig. Setzen 
wir jetzt A als abgeschlossen und absolut beschränkt voraus, so ist B ab- 
geschlossen ($ 17), und man kann (Satz 2.) durch w eine Stützebene A von 
B legen, die keinen Strahl von B, also keinen Punkt von A enthält. Ist 
« ein Punkt aus A, dessen Abstand von A ein Minimum wird, so begrenzt 
die durch « gehende zu A parallele Ebene einen Halbraum, der A, also 
auch A’, nicht aber » enthält. ® gehört also auch nicht zu A’, und es 
wird also A=A’. Mithin: 

4. Ist A eine abgeschlossene und absolut beschränkte Punktmenge, so 
ist auch A abgeschlossen. 

In ähnlicher Weise zeigen wir: i 

5. Ist A ein abgeschlossenes Strahlsystem und nicht relativ allseitig, 


so ist auch A abgeschlossen. 
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Beim Beweise nehmen wir O0 als Ursprung von A an und legen durch 
0 eine Stützebene A, die keinen Strahl aus A also auch keinen Punkt des 
Systems A, enthält, das die Richtungen der Strahlen von A umfaßt. A, 
ist abgeschlossen und absolut beschränkt; dasselbe gilt von A,. Ist «@ ein 
Punkt aus A,, dessen Abstand von A ein Minimum ist, so schließen wir, 
wie beim vorigen Beweise, daß die durch & gehende zu A parallele Ebene 
einen Halbraum begrenzt, der A,, also auch A,, aber nicht den Nullpunkt 
enthält. Hiernach ist das kleinste A, enthaltende Strahlsystem B vom 
Ursprung 0 abgeschlossen und konvex. B enthält A,, also auch A und A. 
Andererseits muß jedes konvexe A enthaltende Strahlsystem auch A,, also 
auch A,, also auch B enthalten. Somit ist B in A enthalten, und es wird 
daher B=A. Da B abgeschlossen ist, ist 5. bewiesen. 

Um zu zeigen, daß in Satz 4. die Worte ‚und absolut beschränkt“ nicht 
fortgelassen werden dürfen, (falls n > 1), betrachten wir eine abgeschlossene, 
aber nicht absolut beschränkte Punktmenge A, die aus einer Ebene A und 
einem Punkt ® außerhalb A besteht. Ist A, die Parallelebene zu A durch 
w, so besteht A’ aus A, A, und allen Punkten zwischen diesen Ebenen, A 
aber enthält von den Punkten der Ebene A, nur den Punkt w, ist also 
nicht abgeschlossen. 

Daß ebensowenig in Satz 5. der Zusatz „und nicht relativ allseitig‘‘ 
entbehrt werden kann (falls n >3 ist), zeigt das folgende Beispiel, dessen 
geometrische Deutung und genauere Durchrechnung wir dem Leser über- 
lassen. Es seien « und / zwei zueinander senkrechte Richtungen. Die 
Punkte 5, welche wenigstens einer der beiden Ungleichungen 

(+ BE>|S, a AE>|E 
genügen, konstituieren ein abgeschlossenes Strahlsystem F, das aber relativ 
allseitig ist. Diejenigen Punkte 5, welche der Gleichung «$= 0 genügen, 
aber nicht von der Form cf sind, gehören dann der Punktmenge F’, 
nicht aber F an. F ist also nicht abgeschlossen. 

$ 22. Reihen von entschiedener Divergenz. 

Wir wenden uns jetzt wieder Untersuchungen über Reihen zu und 
werden dabei Gelegenheit haben, die zuletzt hergeleiteten Resultate anzu- 
wenden. In der Folge bedienen wir uns großer Buchstaben vielfach zur 
Bezeichnung von Reihen, bei denen auf die Anordnung der Glieder wohl 
zu achten ist. Kleine Buchstaben bedeuten wie früher einzelne Zahlen. 
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Bedeuten A und B zwei Reihen, so soll durch A+B bzw. A—B die 
Reihe bezeichnet werden, die man erhält, indem man die entsprechenden 
Glieder von A und B addiert bzw. subtrahiert; p A bedeutet die aus A 
durch Multiplikation aller Glieder mit p hervorgehende Reihe. — Zwei 
Reihen A, B sollen äguivalent heißen, wenn die Reihe A— B konvergiert; 
eigentlich äquivalent, wenn A— B unbedingt konvergiert. Man sieht sofort, 
daß diese Äquivalenzbegriffe die Bedingungen erfüllen, unter denen allein 
man die Bezeichnung ‚‚äquivalent‘‘ einzuführen pflegt. D.h. die Beziehung 
der (eigentlichen) Äquivalenz ist eine wechselseitige, und wenn zwei Reihen 
einer dritten (eigentlich) äquivalent sind, so sind sie einander (eigentlich) 
äquivalent. — Das Bisherige soll in gleicher Weise für reelle wie für 
komplexe Reihen und Zahlen gelten. Fortan aber wollen wir wieder 
in der Bezeichnung Reelles und Komplexes durch lateinische und griechische 
Buchstaben unterscheiden. 
Wir betrachten zunächst eine reelle Reihe C 
+++ 
und setzen 
o+ca+t.-+%= $- (k=0,1,...) 
Läßt sich zu jedem reellen p ein Index n so bestimmen, daß für k>n 
stets s, >» (bzw. stets s, <{p) ist, so wird gesagt, daß die Reihe Ü nach 
+ vw (bzw. nach — x) diergiert. Wenn C nach + w bzw. — w diver- 
giert, so gilt dasselbe für jede äquivalente Reihe. Wenn die positiven 
(negativen) Glieder der Reihe © eine divergente Reihe bilden, so läßt sich 
aus ihr in bekannter Weise durch Umordnen der Glieder eine Reihe her- 
stellen, die nach + (bzw. — w) divergiert. Soll daher Ü unbedingt, 
d.h. auch nach jeder Umordnung der Glieder nach + w divergieren, so 
ist notwendig und hinreichend, daß die positiven Glieder von Ü eine diver- 
gente, die negativen (falls solche existieren) eine konvergente Reihe bilden. 
Wenn © unbedingt nach -- o divergiert, so gilt dasselbe für jede zu © 
eigentlich äquivalente Reihe. 

Eine divergente reelle Reihe ohne negative Glieder soll kurz positive 
divergente Reihe heißen. Eine solche Reihe divergiert unbedingt nach 
+ , ebenso jede zu ihr eigentlich äquivalente Reihe. Wenn andererseits 
eine Reihe C unbedingt nach + x divergiert, so ist sie zu der positiven 
divergenten Reihe, die man erhält, indem man alle negativen Glieder von 


C durch Nullen ersetzt, eigentlich äquivalent. 
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Wir sagen, daß die Reihe Ü entschieden nach + o divergiert, wenn 
sie einer positiven divergenten Reihe (eigentlich oder uneigentlich) äquiva- 
lent ist. Jede Reihe die unbedingt nach + wo divergiert, divergiert auch 
entschieden nach + ©. Ein Beispiel für die Nichtumkehrbarkeit dieses 
Satzes ist die Reihe 

Ira rtarhat- 
Sie ist der Reihe 

serertritetrnet 
(uneigentlich) äquivalent und hat einen divergenten negativen Bestandteil, 
divergiert also entschieden aber nicht unbedingt nach + x. 

Ist die mit © bezeichnete Reihe 
C, -- (9 +... 
positiv und divergent, p eine positive Zahl, k der kleinste Index, für den 
=. t% rt. >p 
wird, und bezeichnet D die Reihe 
G+%+ "+41 +9—-5-1)+0+0+0+--, 

wobei im Falle k=1 s, ,=0 zu setzen ist, so ist Ü zu den positiven 
Reihen ©, =C—D und (%,=C+D äquivalent, und die konvergenten 
Reihen @—C, und © —C, haben die Zahlen p und —p zur Summe. 
Man kann daher zu jeder entschieden nach + vo divergenten Reihe C 
eine solche äquivalente positive Reihe C, finden, daß © —C, eine beliebig 
vorgeschriebene Summe hat. 

Wir kommen jetzt zu komplexen Reihen. Eine Reihe F soll ent- 
schieden divergent in Richtung « heißen, wenn sie einer Reihe von der 
Form C«& äquivalent ist, wo C entschieden nach +  divergiertt. Man 
hat in diesem Falle eine Gleichung 

(17.) T=0«@+B, 
wo B konvergiert. Durch Multiplikation mit einer Richtung Öd erhalten 
wir aus (17.) die Gleichung Tö=C«d-+ Bd, welche zeigt, daß die reelle 
Reihe FO zu Cal äquivalent ist, also entschieden nach + » divergiert, 


wenn <. (a, ld) <<. ist, entschieden nach — x divergiert, wenn <X (a, d) > rn 
ist, und konvergiert, wenn X («,d) = ist. Da eine Richtung durch die- 


2 
jenigen Richtungen, mit denen sie spitze Winkel bildet, eindeutig bestimmt 
ist, so folgt hieraus auch, daß eine und dieselbe Reihe nicht nach zwei 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1. 4 
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verschiedenen Richtungen entschieden divergieren kann. — Aus (17.) ergibt 
sich speziell durch Multiplikation mit « 

(18.) fa=0C+Ba, 
und wenn man nochmals mit « multipliziert, (Ta)«= («+ (Be)«, also 
wegen (17.) 

(19.) —(fo)ae=B-—(Bo)e. 
Da die Reihen B, Be, (B«)« konvergieren, so drückt (18.) aus, daß F« mit C 
äquivalent ist, also entschieden nach +  divergiert, während (19.) zeigt, 
daß F—(Fe)« konvergiert. Andererseits gilt für jede Reihe f, wenn 
Te=(,rT-—-(fe) @«a=B gesetzt wird, die Gleichung 

lT=Ca+B. 

Es est also, damit T in Richtung « entschieden divergiert, notwendig und 
hinreichend, daß Ta entschieden nach + vw divergiert und T—(Ta)« kon- 
vergrert. 

Es sei FT eine in Richtung « entschieden divergente Reihe. Hat 
man dann zwei Gleichungen F=CÜa+B, FT=(,«e+B, wo (0,0, ent- 
schieden nach + w divergieren, B,B, konvergieren, so sind C,C, mit fe, 
also auch miteinander äquivalent. Bezeichnen %,/, und r die Summen 
der konvergenten Reihen B,B, und Ü—C\,, so folgt aus BB=B+ (Ü— C,)« 
die Gleichung %,= + re. Ist andererseits die Darstellung FT = («-+B 
und eine reelle Zahl r gegeben, so kann man, wie oben gezeigt wurde, 
eine zu C äquivalente Reihe C,, von der man noch fordern kann, daß 
sie positiv sein soll, so finden, daß die Reihe © —C, die Summe r hat. 
Setzt man dann B+(Ü— C,)a=B,, so wird T=(,«e+B, und -+re die 
Summe der Reihe B,.. Durchläuft r die reellen Zahlen, so beschreibt 
P+ ra eine Gerade, deren eine Richtung « ist. Zu einer in Richtung « 
entschieden divergenten Reihe T gehört also eine bestimmte Gerade dieser Rich- 
tung. Die Punkte dieser Geraden stellen die Summen derjenigen Reihen B 
dar, die man erhält, wenn man T in der Form T=ÜCa+B schreibt, wo C 
eine positive divergente (oder auch eine entschieden nach + so divergierende), 
B eine konvergente Reihe bedeutet. 

Wenn nicht nur die Reihe F selbst, sondern auch jede aus ihr 
durch Umstellung hervorgehende Reihe in Richtung & entschieden diver- 
giert, so sagen wir: T divergiert unbedingt entschieden in Richtung «. 
Hierfür ist, wie aus dem Vorangehenden erhellt, notwendig und hinreichend, 





Steinitz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 27 


daß C,=Tf« bei jeder Anordnung entschieden nach + x, mithin unbe- 
dingt nach + wo divergiert, und daß B,=T—(Fe)« bei jeder Anordnung, 
also unbedingt konvergiert. Zu CO, läßt sich aber eine eigentl'ch äqui- 
valente positive divergente Reihe C finden. Wir erhalten also als eine 
notwendige aber, wie man sofort sieht, auch hinreichende Bedingung für 
die unbedingt entschiedene Divergenz der Reihe F in Richtung « das Be- 
stehen einer Gleichung von der Form FT=Ca-+B, wo ( eine positive 
divergente, B eine unbedingt konvergente Reihe bezeichnet. 
Anmerkung. Im Vorangehenden wurde der Begriff der entschie- 
denen Divergenz nach einer Richtung « eingeführt, während von Divergenz 
nach der Richtung «& schlechthin nicht die Rede war. Wollte man diesen 
Begriff einführen, so wäre es naturgemäß, ihn so zu fassen: „Die Reihe 


Yo 4 Yı + ... 
divergiert in Richtung @, wenn die absoluten Werte der Summen 
9,=Yo+ ... -+- Yk 


mit wachsendem k nach + w divergieren und außerdem die Beziehung 


lim “ = ct besteht.“ Man überzeugt sich leicht, daß die nach der früheren 
k=o "%k 


Definition in Richtung «& entschieden divergenten Reihen dieser Bedingung 
genügen. Als unbedingt in Richtung «& divergent würde dann eine Reihe 
zu bezeichnen sein, die bei jeder Anordnung der Glieder in Richtung « 
divergiert. Während aber im reellen Gebiete der Satz gilt, daß jede Reihe, 
die unbedingt nach + wo divergiert auch entschieden nach +  divergiert, 
braucht eine komplexe unbedingt in Richtung « divergente Reihe nicht 
entschieden in Richtung « zu divergieren, wie die Reihe 


(a + B+(T, . + z E)+ 2 


zeigt, wo eine von + « verschiedene Richtung bezeichnet. 


$ 23. Ineinanderschieben von Reihen. 

Die sämtlichen Glieder zweier Reihen A, B können auf mannigfache 
Weise zu einer einzigen Reihe Ü angeordnet werden. Geschieht dies in 
der Weise, daß man aus der Reihe ©, indem man alle zu B bzw. alle zu 
A gehörigen Glieder streicht, wieder die Reihe A bzw. B ın ihrer ursprüng- 


lichen Anordnung erhält, so sagen wir: „Ü ist aus A und B durch /neın- 
4* 
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anderschieben entstanden“. Entsprechend ist das Ineinanderschieben von 
mehr als zwei Reihen zu verstehen. 

Ist C durch Ineinanderschieben zweier- (unbedingt) konvergenter 
Reihen A und B entstanden, so ist, wie man sofort sieht, auch C (unbe- 
dingt) konvergent, und zwischen den Summen a,b,c der Reihen A, B,C 
besteht die Beziehung c=«a-+ b. Daraus folgt weiter: Ist C aus A und B 
durch Ineinanderschieben gebildet, und ersetzt man in © die Glieder von 
A und B durch die entsprechenden Glieder zweier Reihen A,, B,, von denen 
A, zu 4, B, zu B (eigentlich) äquivalent ist, so geht auch C in eine 
(eigentlich) äquivalente Reihe über. — Dies gilt im komplexen Gebiet wie 
im reellen. 

Im folgenden betrachten wir ausschließlich Reihen, deren Glieder 
nach O0 konvergieren. Diese Eigenschaft bleibt beim Ineinanderschieben 
von Reihen und beim Ersetzen durch äquivalente erhalten. 

Es seien mit A, B,C drei reelle Reihen 


tat, btbts, oOtrat 


bezeichnet, welche den Bedingungen lim a, = lım b, = lim c,= 0 genügen, 


k=® k=o k= 


und es werde A als positiv divergent, B als negativ divergent voraus- 
gesetzt. Dann zeigt man durch eine einfache Modifikation des Riemann- 
schen Verfahrens, daß man A,B,C zu einer konvergenten Reihe mit vor- 
geschriebener Summe s ıneinanderschieben kann: Man beginne mit c,, lasse, 
je nachdem «,<{s oder >s ist, erst eine Gruppe von Gliedern a folgen, 
bis die Summe —>s geworden ist, dann eine Gruppe von Gliedern b, bis 
die Summe wieder < s ist, oder umgekehrt. Nun nehme man c,, darauf, 
je nachdem der erhaltene Wert <s oder >s ist, erst eine Gruppe von 
Gliedern a, dann eine Gruppe von Gliedern b, oder umgekehrt, nach dem- 
selben Prinzip wie vorher. Dann nehme man c, und fahre in gleicher 
Weise fort. So wird man zu einer eindeutig bestimmten Reihe geführt. 
Bricht man diese am Ende einer Gruppe aus A oder B ab, so ıst die 
Abweichung von s höchstens gleich dem letzten Gliede; bricht man inmitten 
einer Gruppe aus A oder B ab, und gehört das letzte dieser Gruppe vor- 
angehende Glied zu B bzw. A, so ist die Abweichung höchstens gleich 
diesem Gliede; bricht man endlich inmitten einer Gruppe aus A oder B 


ab, der ein Glied ce unmittelbar vorangeht, oder direkt hinter einem Gliede c, 





er: 
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so ist die Abweichung höchstens gleich dem absoluten Werte von c ver- 
mehrt um den absoluten Wert des c vorangehenden Gliedes. Hieraus folgt, 
daß die konstruierte Reihe nach s konvergiert. — Dasselbe können wir 
erreichen, wenn die Reihen A und B nicht als positiv bzw. negativ diver- 
gent, sondern nur als entschieden nach + »w bzw. — x divergierend voraus- 
gesetzt werden. Denn alsdann kann man eine positive zu A äquivalente 
Reihe A, und eine negative zu B äquivalente Reihe B, so wählen, daß 
die Summen der Reihen A— A, und B—B, gleich 0 werden. Schiebt man die 
Reihen A,, B,,C nach dem beschriebenen Verfahren zu einer Reihe mit 
der Summe s zusammen, und ersetzt man in dieser Reihe die Elemente 
aus A, und B, durch die entsprechenden aus A und B, so hat man das 
gewünschte Resultat. Es gilt also: 

l. Sind A, B,C reelle Reihen, deren Glieder nach 0 konvergieren, und 
divergiert A entschieden nach + ©, B entschieden nach — x, so kann man 
durch Ineinanderschieben der drei Reihen eine konvergente Reihe mit beliebig 
vorgeschriebener Summe s erhalten. 

Wir beweisen jetzt: 

2. Sind A,,... A, positwe divergente Reihen, deren (Glieder nach 0 
y eine Zahl, die sich aus 


u | 
&yy... 0, mittels positiver Koeffizienten komponieren läßt, endlich A,,... A, 


konvergieren, &,,... 0, beliebige komplexe Zahlen 


Reihen, die den Reihen A,o,,... A,o, äquivalent sind, so kann man aus 
A,,... A, durch Imeinanderschieben eine Reihe T bilden, die einer Reihe von 
der Form Üy äquivalent ıst, wo Ü wiederum positiv und divergent ist. 

Es genügt, den Satz für den speziellen Fall = 2 zu beweisen, da 
man offenbar durch wiederholte Anwendung des speziellen Satzes den allge- 
meinen für beliebiges % erhält. Ferner braucht der Satz nur für den Fall, 
daß die Reihen A, mit den Reihen A,o, (=1,...%k) identisch sind, be- 
wiesen zu werden, da alsdann sofort folgt, daß derselbe Satz auch gilt, 
wenn statt der Identität nur Äquivalenz besteht. — Es seien also jetzt 
a, ß,y drei komplexe Zahlen, zwischen denen eine Gleichung 

‚=pa+qP P>0,4>0) 
besteht, A und B zwei komplexe Reihen von der Form 
A=Aa,B=Bß, 
wo A und B positive divergente Reihen sind, deren Glieder nach 0 kon- 
vergieren. Dann kommt es darauf an, aus A und B durch Ineinander- 
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schieben. eine Reihe F zu bilden, die einer Reihe von der Form C'y äqui- 
valent ist, wo Ü wieder eine positive divergente Reihe bezeichnet. Wir 


setzen 


1 
pa—qgP=0, zn Bm 


Dann wird 

a=ky+kd, ß=1y—Id, A=kAy+kAd, B=1By—IBd. 
Jede aus A und B durch Ineinanderschieben gebildete Reihe hat die Form 

r=Py+ 0b, 

wo P aus kA und /B, @ aus kA und —/B durch Ineinanderschieben 
entstanden sind. Da kA und ZB positive divergente Reihen sind, so hat 
P ın jedem Falle dieselbe Eigenschaft, und da die Reihenglieder nach 0 
konvergieren, so kann man das Ineinanderschieben so gestalten, daß © 
konvergent ausfällt. Dann aber ist FT zu Py äquivalent und somit unser 
Satz bewiesen. | 

Nehmen wir an, daß die in Satz 2. bezeichneten Zahlen «,,... @,,/ 
Richtungen sind, so können wir ihn folgendermaßen aussprechen: 

2a. Wenn die Reihen A,,... A,, deren Glieder nach 0 konvergieren, 
bzw. nach den Richtungen «,,... @, entschieden divergieren, und die Richtung 
y aus den Richtungen «,,... a, mittels positiver Koeffizienten komponierbar 
ist, so lassen sich die Reihen zu einer Reihe wneinanderschieben, die ın 
Richtung y entschieden divergiert. 


$24. Hauptstrahlen einer Zahlenmenge. 

Den folgenden Betrachtungen legen wir ein elementares abzählbares 
System F von komplexen Zahlen zugrunde. 

Ist « eine Richtung, x ein reeller Wert zwischen 0 und n (die 
Grenzen eingeschlossen), so bezeichne f(«,x) die Summe der absoluten 
Werte derjenigen (von 0 verschiedenen) Zahlen y aus FT, für welche 
<L(e,y)<x ist*). Enthält FT keine solche Zahlen, so ist f{a,2)=0 zu 
setzen; haben die genannten absoluten Werte keine endliche Summe, so 
schreiben wir f{@,2)= x. f(a,rn) ist die Summe der absoluten Werte 
aller Zahlen aus F. Schließen wir also jetzt den Fall der absoluten 


*) Das Symbol X (a, y) bezeichne, wenn «,y beliebige Zahlen +0 sind, den 


Winkel zwischen den Richtungen 1 und Fo 
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Summierbarkeit aus, so ist f{@,n)= w. Mit g(«) bezeichnen wir die größte 
Zahl x des Intervalles von 0 bis r, für welche f(@,xz) noch endlich, oder 
die kleinste, für welche f(@,x) unendlich ist. Diejenigen Richtungen «, 
für welche g(«) = 0 ist, sollen Hauptrichtungen, die durch sie bestimmten 
Strahlen vom Ursprung 0 Hauptstrahlen der Zahlenmenge F heißen. 

Ist w der Winkel zweier Richtungen «, , x eine Zahl zwischen 0 
und n— u, so genügt jede Zahl y, für welche X (,y7)<x ist, auch der 
Ungleichung X (a,y) <u+z ($17). Daraus folgt f{r,u+x) >f(P, =) 
und hieraus g(@)<g(?)+ u. Ebenso ist g(#)<g(«) + u, also 

‚g(e)—g(P) SLle, P). 
Dies zeigt, daß g(5) eine stetige Funktion der Richtung 5 ist. 

Es sei A ein abgeschlossenes Strahlsystem vom Ursprung 0, A, das 
System der Richtungen seiner Strahlen. Nehmen wir an, daß A keinen 
Hauptstrahl von F, also A, keine Nullstelle von g($5) besitzt. Dann hat 
die stetige Funktion g(£) innerhalb der abgeschlossenen und absolut be- 
schränkten Punktmenge A, ein positives Minimum p. A, ist in dem ‚,‚n- 
dimensionalen Würfel“ enthalten, der die Punkte umfaßt, deren absolute 
Koordinaten den Wert 1 nicht übersteigen, also von den 2n Ebenen mit 


den Gleichungen 2,5= +1 (t=1,...n) begrenzt wird. Nehmen wir, unter 
m eine natürliche Zahl verstehend, noch die n(2m — 1) Ebenen mit den 
Gleichungen 
h k 
&,$ == - ((el,..nke-—m+1l, —m+2,...0,...m—2 m—1) 
m 


hinzu, so wird durch sie der Würfel in (2m)" Teilwürfel zerlegt. Dabei 
mögen Punkte, die auf der Grenze mehrerer Würfel liegen, zu allen diesen 
Würfeln gerechnet werden. Gehören « und /£ demselben Teilwürfel an. 


so übersteigen die absoluten Koordinaten von @«— den Wert = nicht; 


der Abstand «— | ist also In Wählen wir aus denjenigen Teil- 
| = m 


würfeln, welche Punkte aus A, enthalten, je einen solchen Punkt aus, so 
haben wir eine endliche Anzahl von Punkten «,,... «, aus A, von der Be- 
schaffenheit, daß für jeden Punkt « aus A, wenigstens einer der Abstände 


I — 4, ((=1,...8%) 


“ 4 ausfällt. Nun isst @— ca, =2sin 


bar, daß 


(a, @;) 


5 Es ıst also ı so wähl- 
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SU (a, on) < arc sin In 

2 . 2m 
wird. Dabei ist der arcus zwischen O0 und ; zu nehmen. Wählen wir 
| u i —, 
m so groß, daß arc sinz <5 wird, so folgt, wenn wir 2arc sin a5? 


setzen, 

<(a,0.)<p<p. 
Der absolute Wert einer jeden dem Strahlsystem A angehörigen Zahl aus 
F tritt daher wenigstens in einem der Ausdrücke 


(a1, P’)» »-. f(a,, P°) 
als Summand auf. Alle diese Summen sind endlich, da ja die Werte 
9(&,),...g(a,) sämtlich > p also > p’ sind. Somit erhalten wir den Satz: 


1. Enthält ein abgeschlossenes Strahlsystem A vom Ursprung 0 keinen 
 Hauptstrahl der .Zahlenmenge T, so hat die Summe der absoluten Werte aller 
derjenigen Zahlen aus T, welche A angehören, einen endlichen Wert. 

Daraus folgt, da F nicht unbedingt summierbar ist, die Existenz 
wenigstens eines Hauptstrahls. Da die Hauptrichtungen die Nullstellen 
der stetigen Funktion g($) darstellen, so konstituieren sie, ebenso wie die 
Hauptstrahlen, ein abgeschlossenes System. Lassen wir daher, unter « eine 
feste, unter $£ eine variable Richtung verstehend, diese die Hauptrichtungen 
durchlaufen, so hat die stetige Funktion X («,£) ein Minimum w. Genügt 
dann die reelle Zahl .x der Ungleichung 0 <z<<w, so enthält das abge- 
schlossene durch die Ungleichung X («,&) <xr definierte System von 
Richtungen keine Hauptrichtung, und es ist /(«,x) endlich. Ist aber 
w<s<n und ein Hauptstrahl, der mit « den Winkel w bildet, 
so ist die Summe f(%,2—w) ein Teil der Summe f(a,x). Es ist 
(P, 2 —w)= w, also auch f(@«,x)= w. Mithin ergibt sich g(«) = w, d.h. 

2. g(a) ist gleich dem kleinsten unter den Winkeln, welche die Rich- 
tung a mit den Hauptrichtungen bildet. 

Wir bezeichnen, wie früher, mit T, das System der Partialsummen 
von F. Ist für eine Richtung « das reelle System «T, nach oben be- 
schränkt, so ist seine obere Grenze gleich der Summe der positiven Ele- 
mente aus «af; ist «T,„ nach oben unbeschränkt, so ist jene Summe 
divergent. Wir nennen deshalb die Richtung (bzw. den Strahl) « im 











en 
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ersten Fall Konvergenzrichtung (Konvergenzstrahl), im zweiten Divergenz- 
richtung (Divergenzstrahl) von FT. 


TU ' 6 a 
=, so ıst a Divergenzrichtung, ist g(e) > „, so ist a 


3. Ist g(e) < 2 


7U 
> » 
Konvergenzrichtung. 


Ist nämlich g(«) = u< 4 P eine der Bedingung X («e,P)= u ge- 
nügende Hauptrichtung, v eine positive Zahl < 3 — u, und bezeichnet 
jede von O verschiedene und der Bedingung < (P, 0) <v genügende Zahl 
aus f, sit ZI =f(f,v)=w, Lla,d)<u-rv< 3 ‚ad= 0) cos(a,(‘) 


> 0 c08 (u + v9) >0, 
Zad>cos(u+tv),2d=x. 


Ist dagegen g(«) > z ‚ und bezeichnet Ö' jede der Bedingung < («, d') < z 


oder, was dasselbe besagt, jede der Bedingung «d —> 0 genügende Zahl aus 
r, so folgt aus ed < d , daß FZadI < Frl) = fe, 2): mithin endlich ist. 


Nehmen wir an, daß eine aus den Elementen des Systems F ge- 
bildete Reihe unbedingt entschieden in Richtung « divergiert. Bezeichnen 
wir dann für den Augenblick diese Reihe selbst mit T, und wenden wir 
die in $ 22 eingeführte Symbolik an, so haben wir eine Gleichung 


T=ÜUe+B, 


wo Ü unbedingt nach + x divergiert, B unbedingt konvergiert. Da die 
positiven Glieder von Ü eine divergente, die negativen eine konvergente 
Reihe bilden und B$ für jedes $ unbedingt konvergiert, so ergeben die 
positiven Glieder in T$=Üe$+Böä dann und nur dann eine divergente 
Reihe, wenn @& 0 ıst. Die Konvergenzstrahlen des Systems F erfüllen 
also den durch die Ungleichung «5 <{ 0 definierten Halbraum. — Nehmen 
wir umgekehrt jetzt an, daß die Konvergenzstrahlen des Systems T den 
Halbraum «&@<Z0 erfüllen. Bezeichnen wir dann eine aus den Elementen 
dieses Systems gebildete Reihe wieder mit F, und setzen wir fa=(), 
T—Ca=B, so wird, da « Divergenz-, —« Konvergenzrichtung ist, Ü=T« 
unbedingt nach + wo divergieren. Ferner wird für jede der Bedin- 
gung @n= 0 genügende Zahl 7, da die Strahlen 7, —n beide Konvergenz- 
strahlen sind, Fr unbedingt konvergent. Ist nun £ eine beliebige Zahl, 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1. a) 
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und setzt man af=c, $—ce«e=n, so wird an=«e&—c=0; also ist 
BS= (FT —Ca)(cee+n)=ec(fe—C)+fn—Cen=Tfn für jedes £ unbedingt 
konvergent, also B selbst unbedingt konvergent, mithin T=C«a+B in 
Richtung & unbedingt entschieden divergent. Also: 

4. Damit die aus den Elementen von T gebildeten Reihen unbedingt 
entschieden in Richtung «a divergieren, ıst notwendig und hinreichend, daß 
die Konvergenzstrahlen von T den Halbraum «5 <<0 konstituieren. 

Da nach den Sätzen 2. und 3. jede Richtung, die mit einer Haupt- 
richtung einen spitzen Winkel bildet, Divergenzrichtung ist, und da « die 
einzige Richtung ist, die mit keiner der Ungleichung «&<Z0 genügenden 
Richtung einen spitzen Winkel bildet, so können wir Satz 4. auch so 
formulieren: 

4a. Damit die aus den Elementen von T gebildeten Reihen unbedingt 
entschieden in Richtung a divergieren, ist notwendig und hinreichend, daß « 
einzige Hauptrichtung. ist und die zu «a senkrechten Richtungen sämtlich 
Konvergenzrichtungen sind. 

Es sei wieder FT ein abzählbares elementares System, « eine Haupt- 
richtung von f. Lassen wir aus T alle Elemente 7 fort, für welche X («, y) 
oberhalb einer festen positiven Zahl liegt, so ist « auch noch Hauptrichtung 
des zurückbleibenden Systems. Dasselbe ist der Fall, wenn wir alle die 
Elemente fortlassen, deren absoluter Wert oberhalb einer festen positiven 
Zahl liegt, da es nur endlichviele solche Elemente gibt. Wir denken uns 
nun das System F (unter Weglassung der Nullen) zu einer unendlichen Folge 


(20.) YoYn.-- 
angeordnet und bezeichnen mit 
(21.) REIFEN 


eine konvergente Reihe positiver monoton abnehmender Zahlen, deren erste 
c, schon < 1 sein soll. Wir lassen jetzt von den Elementen der Folge (20.) 
alle diejenigen 7 fort, für welche || > c, oder X (a, y) > arc sin c, (der arcus 


zwischen 0 und A genommen) ist. Von der zurückbleibenden Folge F, 


nehmen wir, unter Wahrung der Reihenfolge so viele Glieder bis die Summe 
ihrer absoluten Werte zum erstenmal 1 überschreitet. Die so erhaltene 
Gruppe von Elementen sei mit A, bezeichnet. Lassen wir sie sowie alle 
Glieder y, für welche y|>c, oder X (a,y) >aresinc, ist, aus F, fort, 
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so bleibt eine Folge FT, zurück. Dieser entnehmen wir nun wieder so viele 
Glieder, bis die Summe ihrer absoluten Werte >1 ist (Gruppe A,), und 
gelangen, indem wir noch die Elemente y, für welche 7 >« oder 
X (a,y) >arcsinc, ist, fortlassen, zu einer Folge F,, u.s.f. Die nach 
diesem Verfahren erhaltenen endlichen Folgen A,, A,, As, ... reihen wir zu 
einer unendlichen Folge A aneinander. In jeder Teilfolge ist die Summe 
der absoluten Werte —>1 und < 2, nämlich <1-+ ec, in A. Durchläuft 
ö alle Zahlen von A, so wird Zd = x. Nun gelten für jedes d +0 die 


Gleichungen 
(22.) ad = 0 cos (e, d), (ad) = d* cos?(e, d), 

(d—(ad)a)? = d? +(ad)’—2 (ad) = d?— (ad)? = d?(1— cos?(o,d))= d*sin?(o,d), 
(23.) 'd— (ad)a|= d sin (a, d). 


. TUT . . Bi . 
Da ,„<l, arcsınc, < 5 also cos(arc sinc,)=p ein positiver Wert ist 


und für jedes Element d aus A (a,d) <Zaresinc, cos(a,d) >p, ed = 
ö cos (a, d) >p|d wird, so folgt aus Z.d = x, daß auch 


(24.) Zad= x 
wird. Ferner wird für jedes Element d aus A, («,0') <arcsinc,, sin (@,d) <c,, 
also nach (23.) d— (ed)« <Z dc, mithin, wenn I, die Summation über 


die Elemente von A, ausdrückt, 3, d — (ad)a|<c,3,d <2c, und, wenn 
s die Summe der konvergenten Reihe (21.) darstellt, 
(25.) 20— (ad)e < 28. 

Verstehen wir jetzt unter A auch die aus den Gliedern der Folge A ge- 
bildete Reihe und setzen wir Au=D, A— Da =B, 50 ist D eine positive, 
zufolge (24.) divergente Reihe, während die Reihe B, wie (25.) zeigt, 
unbedingt konvergiert. Die Reihe A= De +B, deren Glieder ein Teil- 
system von F bilden, ist also in Richtung « unbedingt entschieden diver- 
gent. — Wenn andererseits die Existenz eines solchen Teilsystems A voraus- 
gesetzt wird, so folgt umgekehrt, daß « Hauptrichtung von F sein muß, 
weil ja alsdann nach Satz 4a. « (einzige) Hauptrichtung des Teilsystems 
A ist. — Wir bleiben bei unseren Voraussetzungen stehen und kommen 
noch einmal auf die Gleichung A= D«e-+B zurück. Da man die Glieder 
der positiven divergenten Reihe D offenbar auf zwei Reihen so verteilen 
kann, daß jede dieser Reihen divergiert, und da bei jeder Verteilung der 
Glieder der unbedingt konvergenten Reihe B auf zwei Reihen diese beiden 


n® 
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ebenfalls unbedingt konvergieren, so läßt sich das System A in zwei Teil- 
systeme A,, A, so zerlegen, daß jede der beiden Reihen A,, A, in Richtung 
« unbedingt entschieden divergiert. Es sei nun A, das System, welches 
zurückbleibt, wenn man aus F die Elemente von A fortläßt, r, das System, 
welches aus der Vereinigung von A, und A, hervorgeht. Da A, und A, 
dieselbe (einzige) Hauptrichtung « und dieselben Divergenzrichtungen 
(die Richtungen, welche mit « einen spitzen Winkel bilden) haben und 
A, Teil von F, ist, so ist « auch Hauptrichtung von FT, und die Divergenz- 
richtungen von A, sind auch Divergenzrichtungen von f,. Das zugrunde 
gelegte System FT zerfällt in FT, und A,; eine Richtung d ist daher dann 
aber auch nur dann Haupt- bzw. Divergenzrichtung von FT, wenn sie 
wenigstens in einem der Systeme T,, A, und mithin in F, als Haupt- bzw. 
Divergenzrichtung auftritt. — Wir fassen diese Resultate noch einmal 
zusammen: 

5. Die Richtung « st dann und nur dann Hauptrichtung von T, wenn 
ein Teilsystem von T existiert, dessen Elemente die Glieder einer unbedingt 
entschieden in Richtung a divergenten Reihe bilden. Unter den Teilsystemen 
dieser Art gibt es dann stets solche, nach deren Weglassung aus T das zurück- 
bleibende System T, noch immer dieselben Haupt- und Divergenzstrahlen wie 
T selbst besitzt. 


$ 25. Zweiter Beweis des Theorems B ım Kapitel IV. 


Wir können dieses Theorem so formulieren: 

Wenn das abzählbare elementare System T nur Divergenzrichtungen 
besitzt, so läßt es sich zu einer konvergenten Reihe von beliebig vorgeschriebener 
Summe o anordnen. 


Für n=1 ist das Theorem mit dem Riemannschen, die reellen 
Reihen betreffenden Satze erledigt. Den allgemeinen Satz beweisen wir 
jetzt mittels vollständiger Induktion. — Wir nehmen an, das System T 
erfülle die Voraussetzung unseres Satzes, und bezeichnen mit A das 
System der Hauptstrahlen. Hat A in Richtung 0 eine Stützebene, 


so ist für jede Hauptrichtung « d« <-0, mithin g(d) >z ($ 24,2.). Da 


aber ( Divergenzrichtung ist, so kann g(d) nicht > - sein ($24,3.). Es 
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IE 7E 
= 5; 
Hauptstrahl, d. h. es liegt wenigstens ein Hauptstrahl in der Stützebene. 


ist also g(d) und es gibt somit wenigstens einen zu d senkrechten 


Hiernach besitzt das abgeschlossene System A entweder keine, oder doch 
keine strahlenfreie Stützebene. Daraus folgt ($ 21,2.): A st relativ allseıtig. 
Es gibt daher m (2? <m<Zn+ 1) Hauptstrahlen «,, «@,... «,_,, zwischen 
denen eine Gleichung 

(26.) ot Gt + Cem > 0 Te, ea 
mit positiven Koeffizienten c besteht ($ 21,1... Die mehrmalige Anwendung 
des Satzes $ 24,5. zeigt, daß man die Zahlenmenge FT in m + 1 Teilsysteme 
Ay, Ay»... A,_1, fo so zerlegen kann, daß die Elemente eines jeden der Teil- 
systeme A, (k=0,...m-—1) die Glieder einer Reihe sind, die unbedingt 
entschieden in Richtung «, divergiert, während für F, jede Richtung Diver- 
genzrichtung ist. Diese Reihen bezeichnen wir wieder mit A,. A,,... A,_ı- 
Da nach (26.) die Richtung — «, aus den Richtungen «,,... «,_, mittels 
positiver Koeffizienten komponierbar ist, so können wir ($ 23, 2a.) aus den 
Reihen A,,... A,_, durch Ineinanderschieben eine Reihe B, erhalten, die 
in Richtung — «, entschieden (wenn auch nicht unbedingt entschieden) 
divergiert. Hiernach erhalten wir für A, und B, zwei Gleichungen 

(27.) A, = At+A, B=—B&o+ As: 
wo A, und B, entschieden nach + x divergieren, A,, A, konvergente 
Reihen sind, deren Summen d, und d, sein mögen. — Aus den Gliedern 
des Systems F, bilden wir, zunächst mit beliebiger Anordnung, eine Reihe 
f, und setzen 

(28.) nn=l, FC = As, 

(29.) o—d, —d,=rT u=t T—ta=J(,, 
wobei o die in dem Theorem bezeichnete Zahl bedeuten soll. Aus (28.), 
(29.) folgt A,@, = Toy — C,= 0, d,a,= re,„—t=0; und dies besagt, daß 0, 
und die Elemente von A, dem durch die Gleichung «,5 = 0 definierten 
Modul M, also einem Zahlsystem angehören, auf welches die Gesetze kom- 
plexer Zahlen mit n— 1 Einheiten Anwendung finden. Für jede Zahl 
&+0 dieses Moduls wird aber A,5= f,5 — U, =Tf,$. Da nun das System 
f, nur Divergenzrichtungen besitzt, so bilden in A,&=f,f die positiven 
(wie auch die negativen) Glieder eine divergente Reihe. Dies zeigt, daß 
für das zu M gehörige System A, jede Richtung des Moduls M Divergenz- 
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richtung ist. Da das System A, überdies elementar ist und unser Theorem 
für den Fall n—1 als bewiesen gilt, so folgt, daß wir die Reihe A, so 
anordnen können, daß sie konvergiert und ihre Summe ein innerhalb des 
Moduls M willkürlich vorgeschriebener Wert ist. Nun können wir jede 
Anordnung von A, durch entsprechende Anordnung von f, erreichen, und 
diese denken wir uns jetzt so ausgeführt, daß die Reihe A, nach dem 
Werte d, konvergiert. Die Glieder der drei Reihen A,, B, und 
= 0,0% + As 

konstituieren das System f. Nach $ 23,1. können wir durch Ineinander- 
schieben der drei Reihen A,, B,, ©, eine konvergente Reihe mit beliebig 
vorgeschriebener Summe s erhalten; durch Ineinanderschieben der drei 
Reihen A,, A,, A, erhält man stets eine konvergente Reihe von der Summe 
di +0d,+ 0, Aus A, B,, f, kann man also durch Ineinanderschieben eine 
konvergente Reihe von der Summe sa,+ d,+ d, + d, erhalten, wo s be- 
liebig ıst. Nimmt man für s den in (29.) erklärten Wert t, so erhält 
man {og + 0, +0d,+ d,= 0. — Damit ist das Theorem bewiesen. 

Es ist bereits in der Einleitung erwähnt worden, daß für den Fall 
n= 2 eine Bearbeitung des Reihenproblems von P. Levy vorliegt. Hier 
mögen nun die Resultate dieser Arbeit im einzelnen dargelegt werden. 
Der Verfasser geht von einer Reihe T aus, von der nur vorausgesetzt wird, 
daß ihre Glieder nach 0 konvergieren, und zeigt zunächst, daß in dem 
speziellen Falle, wo sich diese Reihe ın drei Teilreihen von der Form 
Aa, BP,Cy zerlegen läßt, wo A, B,C' positive divergente Reihen, «, , y 
drei ein allseitiges System bildende Strahlen bezeichnen, durch Ineinander- 
schieben dieser Reihen eine konvergente Reihe von beliebig vorgeschrie- 
bener Summe erhalten werden kann*). Eine spätere Bemerkung zeigt, 
daß dasselbe gilt, wenn die drei Teilreihen die allgemeinere Form 
Ac +4, BP+&, Üy+ A, haben, wo A,, A, A, konvergieren. Auf diesen 
Fall soll der allgemeine zurückgeführt werden. Zu diesem Zweck wird 
der Begriff der Hauptrichtung (point d’ind&termination) eingeführt. Es 
wird bemerkt, daß, abgesehen von dem Falle der unbedingten Konvergenz, 
Hauptstrahlen existieren müssen, daß sie ein abgeschlossenes System bilden, 


*, Die Terminologie ist bei Lövy eine ganz andere. Wir haben oben alles 
in unsere Ausdrucksweise übersetzt. 
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und daß, wenn Konvergenz möglich sein soll, die Hauptstrahlen nicht 
sämtlich innerhalb eines Winkels < liegen können (woraus man übrigens 
sogleich entnehmen kann, daß unter den Hauptstrahlen ein Gegenpaar 
oder ein allseitiges Tripel vorkommen muß). Es wird ferner gezeigt, daß, 
wenn das in einem Winkel w<<n gelegene Teilsystem von F zwei Haupt- 
strahlen «, 5 besitzt, dieses Teilsystem zu einer Reihe von der Form Cy-+ A 
angeordnet werden kann, wo y eine beliebige von « und / verschiedene Richtung 
zwischen « und /, C eine positive divergente, A eine konvergente Reihe 
bezeichnet. Wenn weiterhin gesagt wird: „En general on pourra diviser 
le circle en trois arcs et operer la m@me reduction, en choisissant les trois 
directions O,, O,, O, comme il a &te dit plus haut. On sera alors ramene 
au cas particulier dejä etudie“, so ist offenbar der gewöhnliche Fall ge- 
meint, daß unter den Hauptstrahlen ein allseitiges Tripel «, 7, 7 vorkommt 
Der Teilung der Ebene in die arei Winkelgebiete (7,7), (y, «). (e, ?) ent- 
spricht dann eine Zerfällung von F in drei Teilsysteme A,, B,. F,, wobei 
die auf den Strahlen «, ?,y gelegenen Zahlen zunächst nach Belieben dem 
einen oder andern angrenzenden Gebiete zugerechnet werden mögen. Ist 
jeder der Strahlen «, ?, 7 Hauptstrahl für jedes der in den beiden an- 
grenzenden Gebieten gelegenen Teilsysteme, so lassen sich diese nach dem 
vorher bewiesenen Satze in der Form 
A=—Aa+A, B=—BP+ A, T=—(y+A, 

darstellen, und die in der zitierten Stelle ausgesprochene Behauptung trifft 
also zu. Ist beispielsweise „ nur Häufungsstrahl für A, nicht für B,, so 
kann man zwar nicht unmittelbar so verfahren, aber eine geringfügige 
Modifikation führt auch hier zum Ziele. Ist nämlich y’ ein Strahl zwischen 
P und y, der mit y einen kleinen Winkel (<n—(«a,y)) bildet, so kann 
man die zwischen y und y’ gelegenen Zahlen von A, so in zwei Teilsysteme 
T,, T, verteilen, daß in jedem von ihnen die Summe der absoluten Werte 
unendlich groß wird. Wenn man nun das eine dieser Systeme, etwa T, 
aus A, fortnimmt und B, überweist, so wird jedes der beiden Systeme 
A,, B, zwischen 7 und 7’ einen Hauptstrahl haben. Eventuell hat man 
bei « und # dasselbe Austauschverfahren vorzunehmen. Dann kann man 
mit A,, B,, f, wie ım ersten Falle verfahren. 

Der Fall, daß als Hauptstrahlen zwei Gegenpaare auftreten, wird 


nicht erwähnt; er läßt sich aber ganz ähnlich behandeln. Für den Fall, daß 
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zwei Gegenstrahlen als Hauptstrahlen auftreten und (wenigstens) die eine der 
von ihnen begrenzten Halbebenen keinen weiteren Hauptstrahl enthält, wird 
ein Satz bewiesen, der aber zur Erledigung dieses Falles nicht ausreicht *). 
Hier gelangt man zum Ziel, wenn man noch den Satz 5. des vorigen Para- 
graphen benutzt. Dieser Satz dient auch bei der Behandlung des allge- 
meinen Problems hauptsächlich zur Erledigung der Fälle, wo die Haupt- 
strahlen kein allseitiges System bilden. 

Was die in $ 23 abgeleiteten Reihensätze anbelangt, so macht es 
keinen wesentlichen Unterschied, ob man den Fall n= 2 oder den allge- 
meinen behandelt. Anders aber steht es mit den Sätzen, die sich auf 
das System der Hauptstrahlen beziehen. Vor allem kommt es darauf an, 
dieses System als relativ allseitig nachzuweisen, und dazu war außer den 
Sätzen des vorigen Paragraphen noch insbesondere die Herbeiziehung des 
Satzes 2. aus $ 21 notwendig. Das Fehlen der auf das System der Haupt- 
strahlen bezüglichen Sätze in der Levyschen Arbeit ist der Hauptgrund, 
weswegen ich den allgemeinen Fall dort nicht als erledigt ansehe und auch 
noch lange nicht als erledigt ansehen würde, wenn die Behandlung des 
Falles n = 2 lückenlos durchgeführt wäre. 


*, Auch in einer neuen, noch nicht gedruckten Arbeit von W. Threlfall, die 
mir im März dieses Jahres (1913) vorgelegen hat, wird das Problem im Gebiete der 
gewöhnlichen komplexen Zahlen bis auf diesen Fall richtig behandelt. In ganz be- 
sonders einfacher Weise wird im ersten Teil der Arbeit gezeigt, daß jede bedingt 
konvergente Reihe zu einer konvergenten Reihe mit anderer Summe umgeordnet 
werden kann. 


(Schluß folgt.) 
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On Gribbs’s Phenomenon. 
By Maxime Böcher in Cambridge (Mass.). 


In a letter to the English journal Nature in 1899 (vol. 59, p. 606) 
J. Wilard Gibbs made a remarkable observation concerning the way in 
which the Fourier’s series*) 

(1.) ?(x)=sinc+1lsin2r+1sin3c+-- 
behaves near the points of discontinuity of 7(z). His statement, while 
remarkably lucid and precise, so far as it goes, is extreemly brief, touches 
on only the central aspects of the question, and contains nothing in the 
way of proof. So far as I know, this observation of Gibbs remained 
absolutely unnoticed except by some of his immediate colleagues at New 
Haven, one of whom, Professor E. B. Wüson, called it to my attention 
a few years later. Its high degree of interest was at once apparent to 
me, and I saw, what had doubtless been obvious to others, that it applied 
to the Fourier’s development of a large class of other discontinuous func- 
tions. Consequently, in a monograph on Fourier’s series which I wrote 
soon after**) I devoted a section to a detailed discussion of the peculiar 
conditions in question, to which I gave the name of Gibbs’s phenomenon. 
This exposition and development brought the matter to the attention of 
other mathematicians, and is, I believe, the direct or indireet source from 
which all further work on the subject flowed ***), 


In accordance with the didactic purpose of the article, I did not 





*) To be exact, it is the function W(r— x) which Gibbs considers. 

**, Annals of Mathematics, 2"? series, vol. 7 (1906) p. 81—152:; also printed 
separately by Harvard University. 

***) Reference should also be made to Runge’s Theorie und Praxis der Reihen, 
pp. 77—80 where a certain other special Fourier's series is discussed in a similar 
way, but where there is no indication that the phenomenon is one of frequent occur- 
rence and of importance, — the whole matter appears in the light of an illustrative 
example. This book was published five years after Gibbs’s remark and almost two 


years before my article, but it did not become known to me until my article was in type. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1. 5 
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think ıt desirable to formulate any very broad conditions for the class 
of functions whose Fourier’s developments exhibit this phenomenon*); and 
it seemed to me the less necessary to do so because any mature mathe- 
matician on reading my treatment could not fail to observe its degree 
of generality. The fact is simply that the results established for the 
series (1.) may be extended at once to the Fourier’s development of the 


function = P\&— ca) which has at the point 2= « a jump of magnitude D. 


If, by subtracting this function from a function f(x) which also has a 
jump of magnitude D at «, we get a function whose Fourier’s develop- 
ment converges uniformly throughout the neighborhood of «, it is clear 
that all the facts apply, without essential change, to the Fourier’s deve- 
lopment of f(x). This ıs, in substance, the method I used, and from it 
we may infer that @xbbs’s phenomenon ts valıd for every real function, f(x), 
with a descontinuity at «, provided ıt is possible by addıng to f(x) on one 
side or the other of « a suitable constant to form another function whose 
Fourver’s development converges uniformly ihroughout the neighborhood of «. 

Corresponding to every class of functions for which we can assert 
the uniform convergence of the Fourier’s series in the neighborhood of «, 
we thus have a class of discontinuities for which we can assert the 
validity of @ibbs’s phenomenon. The case I mentioned explicitly is one 
such case; a case recently mentioned by G@ronwall**), namely that in which 


*, ] did not, however, assume that the derivative of the function satisfies 
Dirichlet's conditions as is erroneously stated by @ronwall in an article presently to 
be ceited. Indeed the class of functions with which I was explieitly concerned do not 
even themselves necessarily satisfy Dirichlet's conditions. 

**) Über die @ibbs’sche Erscheinung, Math. Ann. vol. 72, (1912) p. 228. Gronwall’s 
reference to my article (foot-note p. 234) is such as to make it appear that his 
method of treatment is different from and more general than mine. This is not the 
case; the two methods have the same degree of generality and are not essentially 
different. The main difference is that in treating series (1.) I considered the points 

ı 2rı Zr 
a+F ar ar" 
where the remainder of the series is a maximum or a minimum, while Gronwall 


considers the points 
7u 2rn 53m 4rı 


| Fer ra horn 
where the sum of the first n terms is a maximum or a minimum. It is at once 
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f(x) satisfies Dirichlet’s conditions, is another. Neither of these cases in- 
cludes the other, nor can either be regarded as more than a very special 
illustrative example. 

If the conditions just stated are satisfied, f(x) approaches definite 
limits, f{@ +0) and f(@—0), as x approaches « from above or below. 
The difference 

D=f(e+0)— f(e—0) 
we call the magnitude of the jump at «. I now reproduce verbatim the 
statement of @ibbs’s phenomenon from my article already cited (p. 131) 
in which the peculiarities are brought out not only with much greater 
generality, but also with much greater detail than had been done 
by Gibbs. 

If S,(x) denotes the sum of the first n+ 1 terms of the Fourier's 
expansion of f(x), the curve y= S,(x) will, for large values of n, pass in 
almost a vertical direction through a point whose abscissa is a and whose 
ordinate is almost equal to L[f(@-+0)-+ ff@—0)]. The curve then rises 
and falls abruptly on the two sides of this point to the meiyhborhood of the 
curve y= f(x), and oscillates about this curve Iying alternately above and 
below it. The highest (or lowest) point of the k" waves to the right and 
left of « will, for large values of n, lie approximately at the points 


> 


and the height of these waves will be approximately En, 
Here (cf. formula (54.)) 


clear, when we consider the shapes of the arches of the approximation curves, that 
for large values of n the difference between the ordinates of the curve at these 
points is extremely small, and that this difference is quite immaterial to the work 
in hand. There can at most be a question of a minute simplification of the formal 
work. In making this comparison it should be further noticed that G@ronwall esta- 
blishes only a part of Gibbs’s phenomenon. 

Gronwall does, it is true, give various results for the series (1.) which I had 
not given, but some of which had heen published several months earlier by Dunham 
Jackson, Rendiconti di Palermo, vol. 32, (1911) p. 257. These results are of such a 
character as to be essentially restrieted to the special series (1.) and to be without 
importance for @hbbs’s phenomenon in general. 


6* 
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Ample determination and discussion of the numerical values of 
these constants is also given; for instance the fact that the height of the 
first wave is approximately 9°/, of the magnitude of the jump. 

Within the last year articles have appeared which contain, along 
with some other material, methods and results concerning @ibbs’s pheno- 
menon which differ so slightly from those of my paper, or are such ob- 
vious corollaries of it, that I cannot let them pass without mention. For 
instance, a part of the theorem last stated, when written as a formula, 


would read: 
Pı 





lim 8,(0 +0" )= fa +0) FI. 


By subtracting these two formulas from one another, we find 


(2) D= ;—gp, lim [.(e+ wrn- S.(e x 322, 


k being any fixed positive integer. In a recent number of this journal *) 
Fejer enunciates and solves by various methods the problem: To express 
the magnitude of the jump D in terms of the Fourier’s series. The for- 
mula just given solves this problem by such an immediate and obvious 
step that this answer to Fejer’s question may be regarded as merely a 
corollary of my statement of @ibbs’s phenomenon. 

The formula used by Fejer for answering his question is & little 
different from that just given but it also flows with the greatest ease 
from a formula established in my paper. This I will now show, dedu- 
cing at once a more general formula which includes Fejer’s result, and 
formula (2.) above, as special cases. 

The remainder of series (1.) after the n‘" term is written in my 
paper (formula (51.) page 125) in the form 


rd 
(3.) R.(@)=5— f — da+ Ile), 


0 


and it is proved (page 126) that J,(z) approaches zero uniformly when 


0<c<b, b<2n as n becomes infinitee Now let us write 


") Bd. 142 (1913), S. 165. 
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F(a)= [RE dr, 


T 


and select a set of positive constants g,, 93, ... such that limg, = w, and 
(4.) lim (7-)= e, 


where c is some positive constant or +. We then have 
lim F("+2) - Fe). 
hun ( In ) (e) 
Consequently, since (3.) may be written 
R,(2)= F((n+3)2)+1,(e), 
we find 
lim R, (2-)= Fe). 


If now, we use the method of my paper as indicated above for 
passing from the special series (1.) to the Fourier’s development of a 
function f(x) with a jump of ‚magnitude D at « and satisfying the con- 
dition above stated for @ibbs’s phenomenon, we infer at once, S,(z) deno- 
ting the sum of the first n + 1 terms of this development, 
lım S, (« + --) = He+0)zr z F (ec). 


n=@ 


Subtracting these equations from one another, we find 


ru 1 1 
(5.) D = n_2F(e) lm Is. (« 4. n — S, (« — ) . 
This is the general formula referred to above. I mention the follo- 


wing special cases: 


(a.) m = a k a positive integer. Here c=kn and (5.) re- 


duces to (2.). 


(b.) = ‚k a positive integer. Here again c=kn and (5.) 


reduces to a form very similar to (2.) but corresponding more nearly to 
Gronwall’s manner of approaching @ibbs’s phenomenon. Cf. the foot-note 
on page 42. 

(e.) „=m®,0<p<l. Herec=+w, F(c)=0, and (5.) takes 
the very simple form 


D=1lm[S,(«e+n”)—S,(e—n”)]. 


n=o® 
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(d.) = 7 g any root of F(x2)=0. Here c=g, and (5.) reduces 


to Fejer’s formula (21.). 
If we write out the sums S,(o+ ) and apply the addition theo- 


rems for the sine and cosine, as was done by Fejer in the special case 
last mentioned, we find at once 


2rı n i 
, Ba RK: 
ve a3 Pro) Im z (b, cos va — a, sin ve) sin « 


where we suppose the Fourier’s development of f(x) to have been 
f(x) = 3 (a,cosvxz + b,sinvz). 

Corresponding to the four cases (a.)—(d.) just mentioned, we have 
four special cases of (6.), the last of which is the formula given by Fejer 
at the bottom of page 183. 

In the last section of his paper, Fejer obtains an additional piece 
of information, not contained in my statement of @ibbs’s phenomenon, as 
to the nature of the convergence of a Fourier’s series near a finite jump*). 
It ıs true that, for this purpose, the function must be subjected to addi- 
tional restrietions. The following method of looking at this question is 
perhaps not without interest: 

In the case of the series (1.), the derivative of the sum of the 
first n terms, when z=0, is obviously equal to n. Consequently, the 


derivative of the sum of the first n terms of the Fourier’s development 


of = ?(z—o) has, when =, the value =. If the function f(x) has 


a finite jump of magnitude D at «, we consider the Fourier’s development of 


(7.) fa) — P(x —a). 


*) Fejer regards this result as giving another expression for the magnitude 
of the jump. To me it seems of greater interest to regard it as giving an asym- 
ptotie expression for the steepness of the approximation curves at the point where the 
jump oceurs. 

I pass over without discussion other parts of Fejer's paper which have no 
close relation to my work on @ibbs’s phenomenon. To avoid misunderstanding, I add 
explieitly that I have not, in what precedes, referred in any way to the methods 
used by Fejer, but merely to his results. 






























471 





Böcher, on @ibbs’s Phenomenon. 


If the derivative of the sum of its first n+ 1 terms, at the point z=«, 
remains finite as n becomes infinite, or at any rate always remains small 
enough so that when divided by n it approaches zero as its limit, it is 
clear that 
(8.) lim (49) =, 
where S/, denotes the derivative of the sum of the first n+ 1 terms of 
the Fourier’s development of f(x). It is this relation (8.) which consti- 
tutes Fejer’s result. The condition just enunciated for its validity is obvi- 
ously both a necessary and a sufficient one. Another sufficient condition, 
more serviceable for some purposes, may be obtained by means of the 
following observation: 
If S, denote the sum of the first n +1 terms of any series, and 
0, the arithmetic mean of S,, S,,...S,„, then 
In _n+l 
n n 
approaches a finite limit as n becomes infinite, 





u ET 


Consequently, if o 


lim —"=0. Hence 


If the series obtained by differentiating term by term the Fourier’s 
development of the function*) (7.) ıs summable, when = «a, by the method 
of the first arıthmetic mean, then Fejer’s result, (8.), is valid. 

Various conditions on the function f(x) may readily be specified 
which are sufficient to secure this summability. 


*) (7.) may obviously be replaced here by any function obtained by sub- 
tracting from f(x) a function with period 2 which, in any finite interval, consists 
of a finite number of a analytic pieces and which has a finite jump of magnitude 
Data. The analytie pieces just mentioned are supposed to be analytic at the ends 
of their intervals of definition as well as within these intervals. 








Über konjugierte trigonometrische Reihen. 


Von Herrn Leopold Fejer in Budapest. 


1. Es sei 
(1.) A + (a, cos v# + b, sin v6) 


eine beliebige trigonometrische Reihe der reellen Variabeln # mit reellen 
Koeffizienten. 
Die trigonometrische Reihe 


(2.) c+ 3(—b, cos vd + a, sın v6) 


v=1 


heißt die konjugierte trigonometrische Reihe der Reihe (1.). Hier bedeutet 
c eine willkürliche reelle Konstante. Die konjugierte Reihe der Reihe (2.) 
ist (von einer additiven reellen Konstante abgesehen), gleich der Reihe (1.), 
mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen. 

Die Reihe (1.) ist die „reelle Komponente‘ der Potenzreihe 


(3.) a9 + 2 (0, — ib,) 2’ 
für z=e". Die zu (1.) konjugierte Reihe (2.) ist (von einer additiven 


reellen Konstante abgesehen) die ‚imaginäre Komponente‘‘ derselben 
Potenzreihe*). 


*, Zur neuerlichen Beschäftigung mit konjugierten trigonometrischen Reihen 
haben mich gewisse Untersuchungen geführt, die ich in einem Teile meiner Arbeit 
„Über die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer Fourierreihe“ (dieses 
Journal, Bd. 142 (1913), pag. 165 —188), veröffentlicht habe. — [Einige Resultate des 
anderen Teiles meiner Arbeit, deren Problem schon durch den eben angeführten 
Titel ziemlich klar hervortritt, hat, nach der Publikation meiner Arbeit, auch Herr 
M. Böcher aus den Formeln seiner Arbeit vom Jahre 1906, die in Nr. 9 @ibbssche Ideen 
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2. Ich betrachte die Partialsummen der Reihe (1.) und ihre arith- 
metischen Mittel, weiter die Partialsummen ihrer konjugierten Reihe (2.) 
und ıhre arithmetischen Mittel. Es bezeichne also 


(4.) (0) ,+ (a, cos v0 + b, sin v0), 
1 _ SAMEN) + + mlO), 
(5.) S.(0) = er 
(6.) N) =c+ 3 (- b,cosv®-+ a, sin v#), 
r 00(0) +0,(®) ” ++ Mm(0) 
(7.) 2,(#) = En _, 


Die trigonometrischen Polynome s,(6), S,(#), 0„(#), Z,(0) sind durch 
zwei Relationen verbunden, die ich zunächst ableiten will. 


Es seı 
du+tdtdt-+d, + 
eine beliebige unendliche Reihe und 
(8.) =dh+d+t.++d,, 
66 dt tn 
(9) In | n-+|l 
Dann ist 
u d, +2d,+---+nd, 
(10.) PET SEHEN I 


Mit Rücksicht auf (10.) ist nun 


& v(a, cos vd + b, sin v0) 
(0) = (0) — 





n+ |] 

Aber 

Era, cos v# + b, sın v0) = | 3 (- b,cosv®-+.a,sıin ‚0)| = 0,(®), 

.- m 
also ist 

11.) 5,0) 5,0) N, 
und ähnlich erhält man | 
weiterentwickelt, herleiten können — wie ich es aus den Korrekturen ersehe, die mir 


die Redaktion dieses Journals gütigst zugeschickt hatte. Mit Freude konnte ich da 
konstatieren, daß, nach den Publikationen von Herrn T. H. Gronwall (1912) und von 
mir (1913), gewisse Fragen heute wirklich mit der größten Leichtigkeit behandelt 
werden können, von welchen indessen im Jahre 1906 jede Spur einer Andeutung fehlte. 
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sn(0) 
n+1' 

3. Ich beabsichtige hier nicht alle Konsequenzen dieser einfachen, 
aber wichtigen Relationen (11.) und (12.) zu entwickeln. Ich beschränke 
mich in diesen Zeilen vielmehr darauf, auf Grund der Relationen (11.) 


(12.) 2,(0) = 0,(0)+ 


und (12.) die folgende Frage zu behandeln: 

Die trigonometrische Reihe (1.) ser im Intervalle 0 <H# <2n gleich- 
mäßig konvergent; was kann ich daraus über die Konvergenzverhältnisse der 
konjugierten*) Reihe (2.) schließen ? 

4. Theorem I. Die trigonometrische Reihe (1.) sei im Intervalle 
0<9<2n gleichmäßig konvergent; dann konvergiert für ihre konjugverte 
Reihe (2.) die Differenz zwischen der n-ten Partialsumme und dem n-ten 
«arithmetischen Mittel mit unendlich wachsendem n gegen Null, und zwar 
gleichmäßig im Intervalle 0 <0#<2n. D.h. es ist 

(13.) lim [Z,(0) — 0,(0)]= 0, 


n=n 


und zwar gleichmäßig wm Intervalle 0 <Z4 <2n. 
Der Beweis dieses Theorems stützt sich einerseits auf die Relation (12.), 
andererseits wesentlich auf einen sehr wichtigen Satz des Herrn Serge 


Bernstein. 

Der betreffende Satz des Herrn S. Bernstein lautet folgender- 
maßen **): 

Es sei 


p(O)= Ay+ A, c0os® + u, sin O4 +++ 4,C0SP0+ u, sin p6 


*, Über die Abhängigkeit der Konvergenz und Divergenz der konjugierten 
Reihe von der „Randfunktion“ der Ursprünglichen, hat Herr A. Pringsheim wichtige 
Resultate erhalten. Ich verweise auf $ 4 seiner Abhandlung: „Über das Verhalten 
von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise“, Sitzungsber. d. Bayr. Akad., math.-phys. 
Kl.. München 1900. ; 

“*), S. Serge Bernstein: „Sur l’ordre de la meilleure approximation des fonc- 
tions continues par des polynomes de degr& donn&“ (M&moire couronne par la Classe 
des sciences de l’Acad&mie Royale de Belgique, 1912), pag. 19, 20. Herr Bernstein 
beweist, daß |P(0)|< 2pM;: aber es ist leicht auf Grund seiner Resultate, die sich 
auf das reine Sinuspolynom beziehen, zu beweisen, daß auch |P'(9)| <pM gültig 
ist. — Ich erwähne noch, daß Herr M. Fekete nächstens für die trigonometrischen 
Polynome einen neuen Beweis der Bernsteinschen Ungleichung |%’(#)| < const.p M 
veröffentlichen wird. 
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ein beliebiges trigonometrisches Polynom mit reellen Koeffizienten und von 
höchstens p-ter Ordnung. Wenn dann 


(14.) 9) <ZM für 0<9<_2n, 
so st 
dy } 2 
(15.) 76 = 1P (#9) —ZpM. 


Es sei nun e eine beliebige (aber fixe) positive Größe. Zu ihr 
läßt sich dann, nach Voraussetzung, eine positive ganze Zahl m finden, 
so dab 

(16) s,(6)—s,(6) Ze, wenn n = m 0<0< 2n. 
Nach der Relation (12.) ıst nun 
2.(0) — 0,(0) = Sn(0) _ 1m) 5m), TE) 





Du n+t1 n-4] n +1 

also 
s.(0) (0) — 5(0)] 
3.(6)\ --0,(#) - 
m ) n( ) n t- | j N 4 ] 
Nun ist einerseits gewiß 
„(0 zu; P 
u) 8 jür << 2%. 


n+1 
wenn nur n gehörig groß ist. 

Andererseits ist, wenn n > m, s,(0#) — s,(#) ein trigonometrisches 
Polynom von höchstens n-ter Ordnung, welches, nach (16.), dem abso- 
luten Betrage nach <e ist, wenn 0<#<-2n. Also ist, infolge der 
S. Bernsteinschen Ungleichung (15.), 

[s.(0) — s,(6)Y ne (n > m), 


und ıch erhalte 
2,(0 —0,(0) <2:, 0<4< 2a, 


wenn nur n gehörig groß ist. D. h. 2,(0)—0,(0) konvergiert für 
lim n= & gleichmäßig gegen Null im Intervalle 0 <#<_2n, w. z. b. w. 

5. Aus Theorem I folgt 

Theorem II. Ist die trigonometrische Reihe (l.) ım Intervalle 
0<:0,<2n gleichmäßig konvergent, so ist die konjugierte Reihe (2.) an 
allen Stellen konvergent, wo sie (die Reihe (2.)) summabel vst. 

Existiert nämlich für eine Stelle # der Grenzwert lim 2,(0), so 


existiert, infolge der Gleichung (13.), auch der Grenzwert limo,„(#), und 


es Ist 
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lim 0,(0) = lim 2, (#). 


n=n n=wn 


(Ich bemerke, daß aus dem Umstande allein, daß die Reihe 


© 
do+ FE (a,cosvd + b,sin v6) 


vl 
für 0< #<{2n gleichmäßig konvergiert, nicht etwa schon folgt, daß die 
konjugierte Reihe 


> (—b,cosv®-+ a, sin v6) 
vl 
für eine Stelle # konvergiert. Denn z. B. ist die Reihe *) 
x, sin v0 
‚=. v log v 
für 0<6#<Z2n gleichmäßig konvergent. Ihre konjugierte Reihe 
5 cos vo 


ist aber an der Stelle d=0 (eigentlich) divergent. |] 


Aus Theorem I folgt weiter das 

Theorem Ill. Ist die Reihe (1.) für 0<#<2r gleichmäßig 
konvergent, so ist die konjugierte Reihe (2.) für eine Punktmenge des Inter- 
valles (0, 2rı) gleichmäßig konvergent, wenn sie (die Reihe (2.)) für dieselbe 
Punktmenge gleichmäßig summabel vst. 

Ist also speziell die konjugierte Reihe im ganzen Intervalle 0 <H< 2 
gleichmäßig summabel, so ist sie auch ebenda gleichmäßig konvergent. 

6. Ich will das Theorem III auf den einfachsten Spezialfall an- 
wenden, wo nicht nur die Reihe (1.), sondern auch die konjugierte 
Reihe (2.) die Fouriersche Reihe einer überall stetigen (nach 27 periodischen) 
Funktion von # ıst. 

Ich betrachte also jetzt eine Potenzreihe (mit reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten) 

d)=0+ 42 +@ +." +@2"+ +, 
die für 2 < 1 konvergent ist, und im abgeschlossenen Kreisbereiche 
2 <.1 stetig ist, und behaupte: 
Theorem IV. Ist die Potenzreihe 


(17.) e)=o+ a2 ++. +++ 


*) S. meine Arbeit: „Über gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze“, 
Sitzungsber. d. Bayr. Akad., math.-phys. Kl., München 1910, $ 2. 
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für 2 <1 konvergent, und ıst ihre Summe für z <1 stetig für z <I, 
so folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz ihrer reellen Komponente für 

= 1 die gleichmäßige Konvergenz ihrer imaginären Komponente für z =|1, 
(und umgekehrt). 

Beweis: Die imaginäre Komponente ist in diesem Falle die Fourier- 
reihe einer überall stetigen (nach 2r periodischen) Funktion. Kine solche 
Fourverreihe ist aber*), für 0 <4<Z2n gleichmäßig summabel. Also ist 
sie auch, mit Rücksicht auf Theorem III, gleichmäßig konvergent Tür 


TÜTE EEE 


0<0<2n, w.z.b.w. 
Zu Theorem IV bemerke ich folgendes: 
Ist die eene Komponente der für z <1 konvergenten und für 
2 <1 stetigen Potenzreihe 
otra2z+- + +,2"+-- 
für z = 1 zwar konvergent, jedoch nicht gleichmäßig konvergent, so kann 
die andere Komponente schon ungleimäßig konvergent, ja divergent sein. 
Das ist der Fall in jenem Beispiele, welches ich im $ 4 (Gl. (29.)) 
meiner Arbeit: „Über gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze‘“ 
(Münchener Berichte, 8. Januar 1910) veröffentlicht habe**). Die dort 
definierte Potenzreihe mit numerischen (reellen) Koeffizienten 
(18.) Fle)=+Yı2+ + yn2"+ 
hat in der Tat folgende Eigenschaften ***): 
| 1) Sie ıst für z <{1 konvergent. 
2) Ihre Summe F(z) für 2 <1 ıst für z <_1 stetig. 
3) Ihre imaginäre Komponente für z =|1: 
(19.) y‚sın®+97,sn29 +... +7,sinnd+ »»- 
ist zwar für jedes reelle # konvergent, jedoch 
4) nicht gleichmäßig konvergent ım Intervalle Oo <#<2n. (D.h. 
sie hat die Lebesguesche Singularität). 
5) Ihre reelle Komponente für |z = 1: 
(20.) yıcosd+Y,cos20 + +.-+y,cosnd-4 + 


*, S. meine Arbeit in Math. Annalen Bd. 58. 

**) S, auch Herrn de la Vallöe- Poussin’s „Cours d’Analyse Infinitesimale“, 
deuxieme edition, tome II, chapitre IV, no. 159. 

”*) 5, meine Arbeit: „Sur les singularit6s de la serie de Fourier des fonctions 

continues“, Annales de l’Ecole Normale (3) 28 (1911) und de la Vallee-Poussin, loc. eit. 
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ist für 49= 0 divergent. (D.h. sie hat die dw Bois-Reymond- 
sche Sıngularität). 

Diese Potenzreihe (18.) liefert also das gewünschte Beispiel. 

7. In meiner Arbeit „Sur les singularites etc.“ habe ich die Eigen- 
schaften 1), 2), 3), 4), 5) der Potenzreihe (18.) einzeln bewiesen. Es 
erschien zunächst als ein merkwürdiger Zufall, daß man die zwei Singu- 
larıtäten resp. an den Reihen desselben konjugierten Paares beobachten 
konnte. Jetzt kann ich, auf Grund der Eigenschaften 1) 2) 3) und des 
allgemeinen 'Theorems IV, sagen, daß die Eigenschaft 4) der Reihe 


(19.) yısnd+..+7,snnd-+ + 
eine Folge der Eigenschaft 5) der Reihe 
(20.) yıc80-+ +... +7,cosnd+ + 


ıst. Würde nämlich die Reihe (19.) für 0<#<{2n gleichmäßig konver- 
gieren, so müßte, laut Theorem IV, auch die Reihe (20.) für 0<4<2n 
gleichmäßig konvergieren. Das ist aber nicht der Fall, da doch die Reihe 
(20.), laut 5), sogar divergiert, für 6 = 0. 

Ich habe also, an der Hand des Beispiels (18.), die Existenz der 
Lebesgueschen Sinqularität aus der Existenz dee du Bois-Reymond- 
schen Singularıtät, mit Hilfe des allgemeinen Theorems IV, gefolgert. 

Ich kann überhaupt, als unmittelbare Folge des Theorems IV, das 
folgende Theorem formulieren: 

Theorem V. Die Potenzreihe 

(21.) py(l2)=w+ ı2 +++ a,2"+ + 
sei für 2 <1 komvergent, und ihre Summe (2) für 2 <I1 se für 
2 —1 stetig. Ist dann die eine Komponente dieser Potenzreihe für z =1 
konvergent, so zeigt diese notwendigerweise die Lebesguesche Singularität, 
falls die andere Komponente die du Bois-Reymondsche Singularıtät 
aufweist”). 

Ich habe also eine Klasse von Potenzreihen angegeben, für welche 
das Auftreten der dw Bors-Reymondschen Singularität in der einen Kompo- 
nente das Auftreten der Lebesgueschen Singularität in der anderen Kompo- 
nente nach sich zieht. 





*) Dieses Theorem V läßt einen eigentümlichen Zusammenhang zwischen der 
Lebesgueschen und du Bois-Reymondschen Singularität bei konjugierten Reihen erkennen. 
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8. Laut Theorem IV konvergiert die für 2 <1 stetige Potenz- 
reihe (17.) notwendigerweise gleichmäßig für z —=1 (und also auch für 
z <Z1), wenn nur eine ihrer Komponenten für z = 1 gleichmäßig kon- 
vergiert. 

Ich erwähne hier, daß ich einmal schon aus anderen Prämissen 
auf die gleichmäßige Konvergenz für z =1 einer für z <T1 stetigen 
Potenzreihe 

(22.) P(2)=r,+0c2+.. +0,7"+ 
geschlossen habe*). 

Ich setze also wieder voraus, daß die Potenzreihe für z <1 kon- 
vergiert und daß ıhre Summe #(2) (für z < 1) stetig ist für z <I1. 
Dann folgt schon die gleichmäßige Konvergenz der Potenzreihe (22.) für 
2-1, falls 

$(2,) 1 P (2); 
WO 2,2, zwei beliebige, voneinander verschiedene Punkte im Innern des 
Einheitskreises der z-Ebene bedeuten, d.h. falls die Funktion w = «(z) 
das Innere des Einheitskreises schlicht auf ein Gebiet der w-Ebene abbildet. 

(Ich bemerke, daß es z. B. genügt hätte die gleichmäßige Konvergenz 
der einen Komponente von (22.) für z =1 zu beweisen; denn aus 
Theorem IV folgt dann schon die gleichmäßige Konvergenz der anderen 
Komponente.) 

9. In den Nummern 6., 7., 8. habe ich vorausgesetzt, daß auch 
die konjugierte Reihe (2.) der Reihe (1.) die Fouriersche Reihe einer 
überall stetigen (nach 27 periodischen) Funktion ist. 

Jetzt kehre ich zum allgemeinen Fall zurück und setze wieder 
nur so viel voraus, daß die Reihe 

(1.) do + (a, cos v# + b, sın v6) 
für 0 <0</2n gleichmäßig konvergiert. 

Was folgt für die Konvergenz der konjugierten Reihe (2.) — ohne 
jede weitere Voraussetzung? Die Antwort gibt das folgende 


*) S. meine Note: „La convergence sur son cerele de eonvergence d’une serie 
de puissance effectuant une representation conforme du cerele sur le plan simple“. 
Comptes Rendus de l’Ac. des Sciences, Paris, 6 janvier 1913. 
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Theorem VI. Ist die trigonometrische Reihe 
(1.) + 5. (a, cos v0 + b, sin v6) 


v=| 


für 0<9<2n gleichmäßig konvergent, so ist ıhre konjugverte Reihe 
(2.) C + 2(-b, cosv®-+ a, sin v6) 


im Intervalle 0 <A < 2n, von einer Punktmenge vom Maße Null abgesehen, 
überall konvergent. 

Aus der Voraussetzung für die Reihe (1.) folgt nämlich mit Hilfe 
der bekannten Sätze der Herren Lebesque, F. Riesz, Fischer, daß die Reihe (2.) 
die Fouriersche Reihe einer für 0<’$#<2n im Lebesgueschen Sinne inte- 
grierbaren Funktion ist, und daß sie also für 0 <4<2n „fast überall‘ 
summabel ıst. Aus Theorem II folgt dann, daß sie ‚fast überall“ kon- 
vergent 1St. 
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Über die Grundlagen einer neuen Theorie der 
quadratischen Zahlkörper. 


Von Herrn K. Hensel in Marburg a. L. 


In der Vorrede meiner soeben veröffentlichten ‚‚Zahlentheorie‘‘ 
(Berlin, @. J. @öschens Verlag, 1913) habe ich darauf hingewiesen, daß die 
in jenem Werke durchgeführte Untersuchung der Ringe aller g-adischen 
Zahlen und ihre Reduktion auf die zugehörigen Zahlkörper die einzige 
Aufgabe ist, welche die elementare rationale, aber auch die höhere alge- 
braische Zahlentheorie darbietet. In der vorliegenden Abhandlung möchte 
ich diese letzte Aufgabe für den einfachsten Fall der algebraischen Zahlen, 
den allgemeinen quadratischen Zahlkörper, lösen. Ich werde dieses Werk 
im folgenden durch „Z.‘ zitieren. 


$ 1. Untersuchung der Zahlen von K(d) für den Bereich von g. Der Ring 
R(g,d) der g-adischen Zahlen und seine vollständige Zerlegung in Zahlkörper. 


Es sei D eine beliebige ganze Zahl, welche ich der Einfachheit wegen 
von vornherein ohne gleiche Primfaktoren voraussetze, undd=YD. Dann 
sei K(d) der Körper aller rationalen Funktionen von d', welche sämtlich 
in der Form @&=a+ bd mit rationalen Koeffizienten « und b dargestellt 
werden können. Eine solche Zahl heißt ganz, wenn die quadratische 
Gleichung 

(1.) = — 2ax + (a?— Db?) = 0, 


welcher sie nebst ihrer konjugierten «@ = a—bJ genügt, ganzzahlige Koeffi- 

zienten hat. Man zeigt ganz elementar, daß alle und nur die ganzen 

Zahlen von K(d') eindeutig durch ein Fundamentalsystem, z. B. durch das 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 1. N 
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System (1,5) ganzzahlig darstellbar sind, wo = oder und ist, je 


2 
nachdem D=4n+2,3 oder D=4n-1 ist. 
Die sogenannte Körperdiskriminante 


1,& iR" 


ist also 4D oder D, je nachdem D--4n+ 2,3 oder 4n+1 ist. Alle in 
A enthaltenen Primzahlen, die sogenannten Diskriminantenteiler, sind also 
die sämtlichen Primfaktoren von D und außerdem noch die Primzahl 2, 
falls D=4n +3 ist. 

Eine ganze Zahl «=«a+bä ist hiernach dann und nur dann durch 


m 


eine beliebige ganze rationale Zahl g teilbar, wenn a und b g enthalten. 
Jede solche Zahl kann also eindeutig in der Form 

(2.) e=0,+ ga’ 
dargestellt werden, wo 9 =a,+ b,5 eine der 9° modulo g inkongruenten 
reduzierten Zahlen von Ä(d) bedeutet, für welche a,,b, ganze rationale 
Zahlen der Reihe 0,1,...9—1 sind. Stellt man die ganze Zahl «’ in 


derselben Weise dar und fährt so beliebig weiter fort, so erhält man eine 


Kette von Gleichungen: 
(2°.) 

aus deren Verbindung sich sofort die folgende Darstellung für « ergibt: 
(2°.) a + 09 + 09° + RR + 0,9’ + aD ger, 

Hier sind «&,@&, ... eindeutig bestimmte reduzierte Zahlen, während 

o®*1 eine ganze Zahl bedeutet. Diese Reihe kann beliebig weit fortgesetzt 

werden und stellt « eindeutig dar. Dasselbe gilt offenbar auch für jede 


gebrochene Zahl «, nur können dann eine endliche Anzahl von Potenzen 
von g mit negativen Exponenten auftreten. Dieses Resultat ist die Ver- 


«= +ge”, 


allgemeinerung des Satzes (4.) in Z., 8. 5l. 
Ebenso wie im vierten Kapitel von Z. will ich jetzt jede Reihe: 
(3.) a= a, arg + = 0,00... 0,41 ++: 
mit beliebigen ganzen Koeffizienten «;= a,+ b,$ eine g-adısche Zahl nennen, 
sobald eine Vorschrift gegeben ist, nach der diese Koeffizienten, soweit 
man will, berechnet werden können. Danach ist durch die Gleichung (2°.) 
jeder Zahl von Ä(d‘) eine solche g-adische ‚Zahl zugeordnet. Ich übertrage 
die für die rationalen g-adischen Zahlen definierten Begriffe der redu- 
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zierten und nicht reduzierten Zahl auf diese algebraischen Zahlen (Z., 8. 58). 
Ebenso definiere ich hier die Näherungswerte dieser Zahlen und die Kon- 
gruenz zweier g-adischen Zahlen für eine beliebige Potenz von g als Modul, 
und ich nenne endlich auch hier zwei solche Zahlen gleich für den Be- 
reich von g, wenn sie für jede noch so hohe Potenz von g als Modul 
kongruent sind (Z., 8. 60). Dann ist jede g-adische Zahl einer einzigen 
reduzierten Zahl gleich (Z., 8. 60). 

Auch für die g-adischen algebraischen Zahlen definiere ich zwei Ver- 
knüpfungsoperationen , dieich Addition und Multiplikation nenne; sind nämlich 

(4) eu tagtag’+t.,y-ytyı9t rt 
zwei beliebige g-adische Zahlen, so soll genau wie in Z., S. 63ff.: 

(4*.) e+rY=latyY)tlatrY)gr 

oy=nYt+ (ufıt HYo)9t 
definiert werden. Dann zeigt man genau wie a. a. O., daß diese g-adischen 
algebraischen Zahlen einen Zahlenring R(g,d) bilden, weil in ihm die 
Addition, Subtraktion und Multiplikation unbeschränkt und eindeutig aus- 
führbar ist. 

Speziell läßt sich jetzt jede g-adische Zahl in der Form darstellen: 

= (y+b,5)+(a +b,5)g+ 
= (+ tR +) tbgrbg’”+. )S=a+tbs, 

wo a und b bestimmte rationale g-adische Zahlen sind, und umgekehrt 
ist jede solche Zahlgröße « = a + b& mit rationalen g-adischen Koeffizienten 
eine algebraische g-adische Zahl in unserem Sinne. Ersetzt man hier 


wieder & durch Ö bzw. En 


allen und nur den Zahlen «a + bd mit rationalen g-adischen Koeffizienten 
besteht unter der Voraussetzung, daß d’—D=0 ist, und daß für sie die 
beiden Verknüpfungsoperationen durch die Gleichungen: 
5.) a-+y=(a+böd)+(c+ed)= (a+c)+(b-+e)l, 
ay= (a+ bo) (ce + ed) = (ac + Dbe) + (ae-+ be)d 
definiert sind; endlich ist stets und nur dann @a=a+bd=0, wenn 
a=b=0 ist. Dasselbe Resultat können wir auch so aussprechen: 


‚ so erkennt man, daß der Ring R(g, ld) aus 


Betrachten wir alle ganzen rationalen Funktionen von d mit 
rationalen g-adischen Koeffizienten modulo d?— D, so erhalten 


wir den Ring aller g-adischen algebraischen Zahlen; 


3* 
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System (1,5) ganzzahlig darstellbar sind, wo = oder Ran ist, je 


nachdem D=4n+2,3 oder D=4n-+1 ist. ' 
Die sogenannte Körperdiskriminante 

2 
ne me 
ist also 4D oder D, je nachdem D-=-4n+ 2,3 oder 4n+1 ist. Alle in 
A enthaltenen Primzahlen, die sogenannten Diskriminantenteiler, sind also 
die sämtlichen Primfaktoren von D und außerdem noch die Primzahl 2, 
falls D=4n+3 ist. 

Eine ganze Zahl «= «a+bä ist hiernach dann und nur dann durch 
eine beliebige ganze rationale Zahl g teilbar, wenn a und b g enthalten. 
Jede solche Zahl kann also eindeutig in der Form 

(2.) | e=0,+ ga’ 
dargestellt werden, wo 9 =a,+ b,$ eine der 9° modulo g inkongruenten 
reduzierten Zahlen von Ä(d) bedeutet, für welche a,,b, ganze rationale 


Zahlen der Reihe 0,1,...9—1 sind. Stellt man die ganze Zahl «’ in 


A= 


derselben Weise dar und fährt so beliebig weiter fort, so erhält man eine 


Kette von Gleichungen: 
(2*.) 

aus deren Verbindung sich sofort die folgende Darstellung für « ergibt: 
(2”.) a=a + mt mg +. + a,g + aetDgert, 

Hier sind «,,&,, ... eindeutig bestimmte reduzierte Zahlen, während 

o+V eine ganze Zahl bedeutet. Diese Reihe kann beliebig weit fortgesetzt 

werden und stellt & eindeutig dar. Dasselbe gilt offenbar auch für jede 


gebrochene Zahl «, nur können dann eine endliche Anzahl von Potenzen 
von g mit negativen Exponenten auftreten. Dieses Resultat ist die Ver- 


«= 0,+ge”, 


allgemeinerung des Satzes (4.) in Z., 8. 5l. 
Ebenso wie im vierten Kapitel von Z. will ich jetzt jede Reihe: 
(3.) a=a,® Tate = 0,00... re 
mit beliebigen ganzen Koeffizienten ©,= a,-+ b,ä eine g-adısche Zahl nennen, 
sobald eine Vorschrift gegeben ist, nach der diese Koeffizienten, soweit 
“man will, berechnet werden können. Danach ist durch die Gleichung (2".) 
jeder Zahl von KX(d') eine solche g-adische ‚Zahl zugeordnet. Ich übertrage 
die für die rationalen g-adischen Zahlen definierten Begriffe der redu- 
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zierten und nicht reduzierten Zahl auf diese algebraischen Zahlen (Z., 8. 58). 
Ebenso definiere ich hier die Näherungswerte dieser Zahlen und die Kon- 
gruenz zweier g-adischen Zahlen für eine beliebige Potenz von g als Modul, 
und ich nenne endlich auch hier zwei solche Zahlen gleich für den Be- 
reich von g, wenn sie für jede noch so hohe Potenz von g als Modul 
kongruent sind (Z., 8. 60. Dann ist jede g-adische Zahl einer einzigen 
reduzierten Zahl gleich (Z., S. 60). 
Auch für die g-adischen algebraischen Zahlen definiere ich zwei Ver- 
knüpfungsoperationen , dieich Addition und Multiplikation nenne; sind nämlich 
(4) en tagtag® +, y=-ytyY9trRP+t 
zwei beliebige g-adische Zahlen, so soll genau wie in Z., S. 63ff.: 
oe + = tYy)t+ lm tY)9t 
ent lafı tr hy) t 
definiert werden. Dann zeigt man genau wie a. a. O., daß diese g-adischen 


(#.) 


algebraischen Zahlen einen Zahlenring R(g,d) bilden, weil in ihm die 
Addition, Subtraktion und Multiplikation unbeschränkt und eindeutig aus- 
führbar ist. 

Speziell läßt sich jetzt jede g-adische Zahl in der Form darstellen: 

= (m+boS5)+ (a +bS)g+ 
= (+9 ++ )+(bo+bgtbg’ +. )JE=a+b5, 

wo a und 5 bestimmte rationale g-adische Zahlen sind, und umgekehrt 
ist jede solche Zahlgröße «= a + b5 mit rationalen g-adischen Koeffizienten 
eine algebraische g-adische Zahl in unserem Sinne. Ersetzt man hier 


wisäee E Aush 3 Ian. > 


allen und nur den Zahlen «a + bd mit rationalen g-adischen Koeffizienten 
besteht unter der Voraussetzung, daß d®—D=0 ist, und daß für sie die 
beiden Verknüpfungsoperationen durch die Gleichungen: 
5) a+y=(a+bd)+(c+ed)=(a+c)+(b-+e)d, 
ay=(a+bo0)(c + ed) = (ac + Dbe) + (ae+ be)d 
definiert sind; endlich ist stets und nur dann @a=a+bd=-0, wenn 


‚ so erkennt man, daß der Ring R(g,d) aus 


a=b=0 ist. Dasselbe Resultat können wir auch so aussprechen: 
Betrachten wir alle ganzen rationalen Funktionen von d mit 
rationalen g-adischen Koeffizienten modulo d?— D, so erhalten 


wir den Ring aller g-adischen algebraischen Zahlen; 


8* 
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denn jede solche ganze rationale Funktion Y(d) ist ja modulo d?— D 
einer eindeutig bestimmten Zahl «+ bd kongruent. Für zwei beliebige 
Zahlen e=a+bd und y=c+ted sind @«+y und «y durch die 
Gleichungen (5.) definiert, und endlich ist stets und nur dann «=0, 
wenn a=b= 0 ist. 

Im folgenden brauchen daher nur diese Zahlen «+ bo untersucht 
zu werden. 

Auch hier kann man nun, genau wie im Bereiche der rationalen 
g-adıschen Zahlen, die Untersuchung auf den einfachsten Fall reduzieren, 
daß die Grundzahl g eine Primzahl, oder, was genau auf dasselbe heraus- 
kommt, eine Primzahlpotenz ist. Und zwar ist dies eine unmittelbare 
Folge des Satzes: 

Ist g= P® irgendeine Zerlegung von g in zwei teilerfremde 
Faktoren, so kann man jede g-adische Zahl « auf eine einzige 
Weise ın der folgenden Form darstellen: 
(6.) e=0p+t0%% (9); 
hier sind «, und «, zwei g-adische Zahlen, welche durch die 
Bedingungen: 
ei o=0 (P), o=a (9) 
eindeutig bestimmt sind. 

Sind umgekehrt «, eine beliebig vorgegebene P-adische und 
og eine Q-adische Zahl, so gibt es eine einzige g-adische Zahl « 
von der Art, daß 

(6°.) e=0@ (P), a=m (9) 

ist. 
In der Tat, ist &= «+ bod eine beliebige g-adische Zahl, und sind 
| a=Aat% (9); b=b,+b, (9) 
die Darstellungen der beiden rationalen Zahlen «a und 5b in der additiven 
Normalform: (Z., S. 83 oben), so ist ja z. B. für a, und b, 
a,=a (P, %=0 (Q), 
b,=b (P), b,=0 (0) 
usw.; also folgt für « selbst die Darstellung: 
a = (ap +50) + (a, +bgd)= ap + &g, 
wo «, und «, in der Tat die Gleichungen (6°.) befriedigen. Sind umgekehrt 
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Op=Q+brd (P), o=0+b,d (Q) 

je eine beliebig gegebene P-adische bzw. Q-adische algebraische Zahl, so 
kann man (nach Z., 8. 78ff.) zwei eindeutig bestimmte rationale g-adische 
Zahlen «a und 5b so finden, daß 

a=4a (P), a=a (9) 

b=b, (P), b=b (9) 
ist; dann genügt also die algebraische g-adische Zahl «= «+ bo in der 
Tat den beiden letzten Forderungen des obigen Satzes. 

Durch Fortsetzung der hier gegebenen Dekomposition ergibt sich 

also der folgende Satz: 

Sind 9,g,...r alle in g enthaltenen voneinander verschie- 
denen Primfaktoren, so ist jede g-adische algebraische Zahl « 
auf eine einzige Weise in der Form: 

(7.) a=a,+0,+'+-+teo, (g) 
darstellbar, in welcher die g-adischen Zahlen «,,... durch die 
Gleichungen: 


(7°.) ,=% (p); 0, — 0 (9); ...0,=V (r), 


usw. eindeutig bestimmt sind. Sind umgekehrt «,,«,,...«, je 
eine beliebige p-adische, g-adische, ... r-adische Zahl, so gibt es 
im Ringe R(g, 0) eine einzige Zahl «, deren Wert für den Be- 
reich von 9,9....r bzw. gleich o,,o,,...o, ist. 

In genau derselben Weise kann man auch zeigen, daß sich jede 


g-adische Zahl « eindeutig in der multiplikativen Normalform: 


(8.) = 0a. 
darstellen läßt, wo z. B. die p- Komponente «‘” durch die Gleichungen: 
(8°) e®=a (p), a®=1(g),... «®=1 (n 


eindeutig bestimmt ist (vgl. Z., S. 89 ff.). 

Hiernach sind also nur noch die p-adischen algebraischen Zahlen 
@-+ bo, oder, was dasselbe ist, die ganzen rationalen Funktionen «= (0) 
mit rationalen p-adischen Koeffizienten modulo d?— D weiter zu unter- 
suchen. Während nun der Ring der rationalen p-adischen Zahlen stets 
einen Körper bildet, weil in ihm auch die Division unbeschränkt und ein- 
deutig ausführbar ist, ist dies für die algebraischen p-adischen Zahlen 
stets und nur dann der Fall, wenn d*— D innerhalb ÄK(p) unzerlegbar ist. 
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In der Tat, ist d?— D irreduzibel, so ist jede Gleichung «{=y (p) inner- 
halb des Ringes R(p, d) eindeutig lösbar, wenn «= p(d) nicht Null, wenn 
. also p(d)) nicht durch d?— D teilbar ist; denn dann kann man durch das 
Euklidische Teilerverfahren stets zwei ganze Funktionen «= (d) und 
ß= w(d) so bestimmen, daß: 

p(d) P(d) + (— D)y(d)=1, 


daß also @@«=1 oder = =. ist, und dann ergibt sich die Lösung der 


obigen Gleichung eindeutig in der Form $= z = yo. 


Ist dagegen d?— D innerhalb des Körpers K(p) zerlegbar, so gibt 
es eine solche rationale p-adische Zahl d, daß: 
9.) ®—-D=(d—d)(ö+d), daß also D=d’ (p) 
ist; beachtet man nun, daß in der ersten von diesen Gleichungen (9.), 
die linke Seite Null, die Faktoren rechts aber beide von Null verschieden 
sind, so folgt schon aus ihr, daß jener Bereich kein Körper sein kann, 
weil das Produkt (d—d)(d+ d) Null ist, ohne daß einer seiner Faktoren 
verschwindet. Es ergibt sich also der folgende einfache Satz: 
Der Ring R(p,d) der p-adischen algebraischen Zahlen ist 
stets und nur dann kein Körper, wenn D= d” eine p-adische 


Quadratzahl, wenn also (—)= +1 ist. 


Ist nun zunächst (7) = — 1, ist also der Ring R(p, d) aller p-adischen 


Zahlen @« = «-+ bod (p) ein Körper, so will ich der Primzahl p eine Stelle p 
zuordnen und den p-adischen Wert « einer Zahl « von K(d) oder von 
R(g,d) den Wert von « für die Stelle p nennen. Ich drücke diese Be- 
ziehung durch die Gleichung 
a=@=a+bd (p) 

aus. Entsprechend bezeichne ich den Körper R(p,0d) aller p-adischen 
Zahlen & durch Ä(p) und nenne ihn den zur Stelle p gehörigen Zahlkörper. 
Dann ist der Körper X(p) dem Ringe R(g,d) aller g-adischen Zahlen 
offenbar isomorph. 


Ist dagegen der Ring R(p, d) noch kein Körper, ist also (>)- +1, 
und D=d’? (p), so können wir denselben genau wie vorher (a. 8. 60) aus 


zwei Körpern komponieren. Dazu ordnen wir jeder algebraischen p-adischen 
Zahl «= a+ bo die beiden rationalen p-adischen Zahlen: 
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(10.) e=qa+bd und a =a—bd 
zu, welche aus « dadurch hervorgehen, daß d durch d bzw. durch —d er- 
setzt wird. 


Wir wollen in diesem Falle ()- + 1 der reellen Primzahl p jetzt 


die beiden Stellen p und p’ zuordnen und « bzw. «’ die Werte von « für 
diese Stellen p und p’ nennen. Wir drücken diese Beziehung aus durch 
.die beiden Gleichungen: 
(10*,) e=a (p) a=.a AP). 
Sınd dann e=a+bd, y=c-+eld zwei beliebige p-adische algebraische 
Zahlen, und ist z. B. für die Stelle p: 
e=a+bd=a (p), v=c+ed=y (p), 
so ist, weil d=Jd?=D (p) ist: 
a+y=l(a+ce)+t(b+ed=o+y (p) 
ay=(ac+Dbe)+ (ae+bce)d=eoy (p), 

und das entsprechende ist für die Stelle p’ der Fall. Endlich ist eine 
p-adische Zahl « dann und nur dann gleich Null, wenn ihre Werte für 
die beiden Stellen p und p’ gleich Null sind; denn aus den beiden Gleichungen 
a+bd=0 und a—bd=0 folgt ja a=b= 0, und umgekehrt. 

Die rationalen p-adischen Zahlen «= «+ bd, welche die Werte 
aller algebraischen p-adischen Zahlen «= «+ boJ für die Stelle p sind, 


bilden nun einen Körper X (p), da ja für sie auch jede Gleichung a5=7 (p), 


falls @ +0 (p) ist, die eindeutig bestimmte Lösung &-- £ (p) besitzt; und 


das gleiche gilt für die Zahlen «= a—bd. Jeder von diesen beiden 
Körpern K(p) und K(p’) ist somit dem Ringe R(p, d) isomorph. 
Ich zeige nun endlich direkt, daß man jede p-adische algebraische 
Zahl «= a -+ bd wieder eindeutig in der additiven Normalform: 
(11.) a=0a,+ 0, (P) 
schreiben kann, wo «, und «, zwei p-adische algebraische Zahlen sind, 


p 
welche wieder durch die Gleichungen: 


(11°.) WR a 
ey = 0 (p), LE / (p ) 
eindeutig bestimmt sind. Dies folgt unmittelbar aus der Identität: 
d+d d—0 
(12.) o=a+bd=(a+bd). 5; +(a—bd)—- ; 


denn die beiden rechts stehenden Summanden: 
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(12:.) 


2d 2d 

genügen in der Tat den obigen Gleichungen und sind durch sie eindeutig 
bestimmt. Sind umgekehrt zwei rationale p-adische Zahlen & und «’ ganz 
beliebig gegeben, so kann man eine eindeutig bestimmte p-adische alge- 
braische Zahl finden, deren Werte für die Stellen p und p’ bzw. gleich 
ce und «’ sind, nämlich offenbar die Zahl: 


R _ are  d-# 
(12°.) ee d. 


Es möge nun die Grundzahl g die verschiedenen Primfaktoren 
P,g,...r enthalten, und es sei für diese 


ern am Deuald)enı 


so besteht nach den Ergebnissen der bisherigen Betrachtungen für jede 
Zahl «= a+ bo mit gewöhnlichen rationalen oder auch mit beliebigen 





g-adischen Koeffizienten die folgende einfache Darstellung: 
(13.) e= ty t+09,+ ‘+, (9) 
oder ausgeschrieben: 


(13°.)a+bd= (a, + 6% ) d,— 6 


2d, 2d, 
In der zweiten Darstellung bedeutet z. B. a, oder d, diejenige eindeutig 


+ (a,—b,d,) +(a,+b,0)+ ++ (a, + b,0). 


bestimmte rationale g-adische Zahl, welche für den Bereich der zugehörigen 
Primzahl p gleich a oder gleich d=VD, für jede der anderen Primzahlen 
Q,...r aber gleich Null ist, und das entsprechende gilt für alle anderen 
rechtsstehenden Koeffizienten b,,a,,... d,. Die in (13.) gegebene Darstellung 
soll auch hier die Darstellung von @ in der additiven Normalform heißen. 

Genau ebenso beweist man, daß aus (13.) die folgende Darstellung 
von « in der multiplikativen Normalform folgt: 

(14.) “= 0,00, (9), 

wo jeder der rechtsstehenden Faktoren eine g-adische Zahl ist, welche für 
die dem Index entsprechende Stelle gleich «, für jede andere Stelle aber 
gleich 1 ist. 

Sind umgekehrt für die einzelnen zu g gehörigen Stellen p,p’,q,...t 


beliebige rationale p-adische bzw. algebraische g-adische ... r-adische Zahlen 
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vorgegeben, so gibt es eine einzige g-adische algebraische Zahl «, welche 
für jene einzelnen Stellen gerade diese vorgegebenen Werte besitzt. 

Hiernach ist also die Untersuchung aller Zahlen des Zahlkörpers 
K(d) für den Bereich einer beliebigen Grundzahl g vollständig reduziert 
auf die Untersuchung aller dieser Zahlen für eine beliebige Stelle p. Diese 
Aufgabe soll im nächsten Abschnitte gelöst werden. 


$ 2. Untersuchung der Zahlen eines Körpers für den Bereich einer Stelle py. 


Im folgenden soll eine zu einer reellen Primzahl p gehörige Stelle p 
von der ersten oder von der zweiten Ordnung genannt werden, je nachdem 


(>) gleich + 1 oder— 1 ist. Im letzten Falle gehört zu p nur eine Stelle p, 


im ersten zwei p und p’, welche konjugierte Stellen heißen sollen. 

Alle algebraischen Zahlen a +bd sind nun für eine Stelle p gleich 
den rationalen Zahlen «= «a -+ bd oder den algebraischen Zahlen «= a + bJ, 
je nachdem p vom ersten oder zweiten Grade ist. Die Gesamtheit aller 
dieser Zahlen bildet stets einen Körper K(p) vom ersten oder zweiten Grade 
über dem Körper K(p) der rationalen p-adischen Zahlen; denn in beiden 
Fällen genügt jede Zahl « einer Gleichung des ersten oder zweiten Grades 

1.) — ae=0 (p), 

" (2 — e)(8 — 0’) = ®—2ax + (@®—- DD) =? —ar+b=0 (p) 
mit rationalen p-adischen Koeffizienten, von denen die zweite irreduzibel 
oder das Quadrat eines irreduziblen Linearfaktors ist, je nachdem b + O0 oder 
b=0 ist. 

Ich nenne wieder eine Zahl « ganz für die Stelle p, wenn die 
Koeffizienten der irreduziblen Gleichung niedrigsten Grades, der « in X (p) 
genügt, ganze p-adische Zahlen sind, wenn also im ersten Falle «= «a + bd 
selbst eine ganze p-adische Zahl ist, während im zweiten Falle 

a=2a=a+a' b= a— Di = a«’ 
ganze p-adische Zahlen sein müssen. 

In diesem zweiten Falle nun kann man die erste Bedingung ein- 
fach fortlassen, da sie von selbst erfüllt ist, wenn b ganz ist. Ist näm- 


Ag 


lich b ganz und a = 2 eine gebrochene p-adische Zahl, so liefert die Auf- 
lösung der quadratischen Gleichung: 


” 
p 
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und die Zahl A, = aö—4p®b ist stets eine von Null verschiedene p-adische 
Quadratzahl, da für ein ungerades » bzw. für p=2 

A=a (moddp) bzw. A=1l (mod) 
ist. Eine solche Gleichung würde also in dem Körper K(p)=K(p,0) 
zwei voneinander verschiedene rationale p-adische Wurzeln besitzen, was 
unmöglich ist. 

Im folgenden soll stets das Produkt der für die Stelle p zu « kon- 
jugierten Zahlen, d. h. entweder & selbst oder «&«’= b= a?—Db?, die Norm 
von « für die Stelle p genannt und durch n,(«) bezeichnet werden. Es 
ist also in jenen beiden Fällen 

(2.) n,(a)= a+ bd oder n,(«) = a®— DPP, 
und wir können die soeben bewiesene Tatsache in dem Satze aussprechen : 
Eine Zahl « ıst stets und nur dann für eine Stelle p eine 
ganze algebraische Zahl, wenn ihre Norm für jene Stelle eine 
ganze rationale Zahl ist. 

Aus diesem Satze fließt nun eine Fülle von Folgerungen, welche 
für den Fall einer Stelle erster Ordnung mit den entsprechenden Sätzen 
für die rationalen p-adischen Zahlen übereinstimmen, und die uns in beiden 
Fällen sofort zu einer naturgemäßen Darstellung aller Zahlen « für eine 
Stelle » führen. 


I. Von zwei Zahlen « und - ist mindestens eine für die Stelle p ganz. 
Denn entweder ist ja n,(«) oder le; eine ganze Zahl. 
p 
IT. Sind sowohl & als ganz, so nenne ich & eine Einheit für die 
Stelle p. 
Eine Zahl e=e-+ e’d ist also stets und nur dann eine algebraische Ein- 
heit für eine Stelle zweiter Ordnung p, wenn n, (e) = e’— De”” eine rationale 
Einheit ist. Einheiten sollen stets durch & bezeichnet werden. 
III. Das Produkt mehrerer Einheiten und der Quotient zweier Ein- 
heiten ist wieder eine Einheit. 
Denn sind n,(e) und n,(e’) rationale Einheiten, so gilt ja dasselbe für n,(se’) 
€ 
und n,(-)- 
IV. Eine Zahl & heißt durch eine andere $ für p algebraisch teilbar, 


wenn — ganz, wenn also n,(«) durch n,(f) teilbar ist. 


ß 
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Da von den beiden Zahlen > und . - nach (I.) mindestens eine ganz ist, 


so folgt weiter: 

V. Von zwei Zahlen « und / ist mindestens eine durch die andere 
teilbar, und zwar ist «@ durch / teilbar, wenn n,(?) von nicht 
höherer Ordnung als n,(«) ist. 

VI. Ist sowohl « durch 5 als auch 9 durch « teilbar und also n,(«) 


und n,(?) von gleicher Ordnung, so heißen « und P däquivalent. 


In diesem und nur in diesem Falle ist = «oe, wo e= P 
a 


Einheit ist. 

VII. Jede ganze Zahl ist durch jede Einheit teilbar, und umgekehrt 
ist eine ganze Zahl e, die in jeder ganzen Zahl « enthalten ist, 
stets eine Einheit. 

VIII. Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ganzen Zahlen 
ist wieder eine ganze Zahl, d. h. die für eine Stelle p ganzen 
Zahlen bilden einen Ring. 


eine 


Für das Produkt von zwei ganzen Zahlen « und 7 ist dies evident, da 
n,(aß)=n,(e)n,(P) ist. Um dasselbe für die Summe und die Differenz 
zu beweisen, nehme ich, was nach (IV.) erlaubt ist, an, daß # durch « 
teilbar ist, und setze: 


e+ß= all + r)- e(l+y), 


wo y-£ ganz ist. Nun zeigt man aber leicht, daß für jede ganze Zahl y 


auch 1+y ganz ist. Dies ist für eine Stelle erster Ordnung evident. 
Für eine Stelle zweiter Ordnung sei #— ur +b= (e—y)(c—y')=0 die 
Gleichung für y, deren Koeffizienten a und b nach dem vorigen ganz sind. 
Dann folgt aus ihr für = +1, daß: 
(1Fy)(1Fy)=n(1Fy)=1Fa+b 
ebenfalls ganz ist. Also ist auch n,(e* P)=n,(e(1lF y)) ganz, w. z. b. w. 
Ich betrachte jetzt speziell den Ring aller für die Stelle p ganzen 
Zahlen. Dieselben sind Einheiten oder Nichteinheiten, je nachdem ihre 
Normen Einheiten oder durch p teilbar sind. Unter den letzteren muß 
es mindestens eine geben, welche durch rn bezeichnet werden mag, für 


welche n,(rz) von positiver, aber möglichst kleiner Ordnung ist. Eine 
solche Zahl heiße eine Primzahl für die Stelle y. Jede andere Primzahl n 


9* 











68 Hensel, Grundlagen einer Theorie der quadratischen Zahlkörper. 


ist dann äquivalent zz, d. h. gleich er, wo & eine Einheit ist. Da n,(p) gleich p 
oder gleich p* ist, je nachdem p von der ersten oder zweiten Ordnung 
ist, so ıst im ersten Falle stets n=9», im zweiten Falle gilt stets und 
nur dann dasselbe, wenn es keine Zahl rn gibt, für welche n(n) genau 
durch die erste Potenz von p teilbar ist. Wann die eine oder die andere 
Möglichkeit eintritt, wird gleich für jede Stelle einfach entschieden werden. 

Ist nun rn eine solche Primzahl und « eine beliebige ganze Zahl, 
so ist nach (V.) « entweder eine Einheit, oder es ist «= «’n, wo «’ eine 
ganze Zahl ist, deren Norm von niedrigerer Ordnung ist als die von «. 
Durch analoges Weiterschließen ergibt sich so, daß jede ganze Zahl «a = en? 
ist, wo & eine Einheit und e eine nicht negative ganze Zahl ist. Tbenso 


ist jede gebrochene Zahl y nach (I.) in der Form = darstellbar, wo « 


ganz ist, also ist auch für sie y= Zen n*:== en®, und es ergibt sich 
der allgemeine Satz: 

Jede ganze oder gebrochene Zahl « ist auf eine einzige Weise 
in der Form en* darstellbar, wo & eine Einheit, oe eine ganze Zahl 
ist, welche die Ordnungszahl von « für die Stelle p genannt wird. 

Hieraus folgt sofort, daß die Ordnungszahl eines Produktes bzw. 
eines Quotienten gleich der Summe bzw. der Differenz der Ordnungszahlen 
der Komponenten ist. 

Es ist jetzt leicht, für eine beliebige Stelle p eine zugehörige Prim- 
zahl ı zu bestimmen: Ist nämlich p von der ersten Ordnung, so ist ja 
stets n = p. Ist dagegen p von der zweiten Ordnung, und ist p einer der 
Teiler von D, so ist n=d= VD, weil n (d) = — D die Primzahl p nur einmal 
enthält. Ist außerdem p=2 und D=4n+3, so ist n=1-—.0, weil ja 


n(1—d)= 1— D genau durch 2 teilbar ist. In allen anderen Fällen aber 
ist a= 9». Ist nämlich p ungerade, kein Teiler von D, und ist (>) = —1, 


so ist n(@)=n(a+ bd)= a®— Db* nur dann durch p teilbar, wenn a und 
b p enthalten, wenn also diese Norm mindestens p* enthält; denn sonst 


a a‘? D j 
wäre jaD= (+) (mod p) also =) = + 1. Ebenso leicht erkennt man, daß 
fürp=2, D=8n+5 n=2 sein muß. denn in diesem Falle ist ja 


n(a) = n(a + FM) -at+ab+17- —= a? +ab+ b? (mod 2) 
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dann und nur dann durch 2 teilbar, wenn a und b beide gerade, wenn 
also n(«) mindestens durch 4 teilbar ıst. Es ergibt sich also der Satz: 
Die zu einer Stelle p gehörige Primzahl »ı ist allein dann nicht 
gleich p, wenn p ein Teiler von D oder wennp=2und D=4n-+3 
ist. In diesen Ausnahmefällen ist n=d bzw. n=1-—J. 
Führen wir statt D die Körperdiskriminante A ein, so kann derselbe 
Satz so ausgesprochen werden: 
Die zu einer Stelle p gehörige Primzahl x ist stets und 
nur dann nicht gleich p, wenn p ein Diskriminantenteiler ist. 
Ich nenne eine nicht in A enthaltene Primzahl p» eine Primzahl 


erster oder zweiter Art, je nachdem (2) gleich + 1 oder — 1 ist. Jeder Dis- 


kriminantenteiler soll eine Primzahl dritter Art heißen. 

Wir wollen jetzt ein vollständiges Restsystem für alle ganzen Zahlen 
modulo zz bestimmen. Um hier das einfache Resultat auch einfach aus- 
sprechen zu können, wollen wir die in n,(n) enthaltene Potenz von p im 
folgenden durch n(p) bezeichnen. Dann kann der hier sich ergebende 
Satz folgendermaßen ausgesprochen werden: | 

Die Anzahl aller modulo rn inkongruenten ganzen Zahlen 
ist stets gleich n(p). 

In der Tat, ist p eine Stelle erster Ordnung, also n=p und n(p) = p, 
so bilden ja die p Zahlen 0,1,...9—1 ein vollständiges Restsystem 
modulo 9. Ist dagegen p von der zweiten Ordnung, und ist zuerst n =», also 
n(p) = n,(p) = p?, so bilden ja die p* Zahlen a, + b,$ für a,b, = 0,1,...p9—1 
ein Restsystem modulo p. Ist endlich » ein Diskriminantenteiler, also 
n=0d bzw. n=1-—0 und n(p)= p, so ist jede ganze Zahl a + bd modulo nı 
kongruent der rationalen Zahl «a bzw. a+b, d. h. auch hier bilden 
(0,1,...2— 1) ein vollständiges Restsystem. 

Hiernach kann jede ganze Zahl « des Körpers K(p) in der Form 
a = & + ne” dargestellt werden, wo &” eine der n(p) Zahlen des Rest- 
systems modulo 1 und «‘” eine neue ganze Zahl bedeutet. Behandelt 
man also « in derselben Weise und fährt so fort, so erhält man genau 
wie a. $. 58 die folgende Darstellung von « für die Stelle p: 

al + Or dr... ee 
wo die & eindeutig bestimmte Zahlen des Restsystems und «“*” eine 


für p ganze Zahl des Körpers bedeutet. 
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Jede ganze und offenbar auch jede gebrochene Zahl &=a+bJ läßt 
sich also für den Bereich einer jeden Stelle p eindeutig als eine nach ganzen 
Potenzen der zugehörigen Primzahl r fortschreitende unendliche Reihe 

a NA dt... (p) 
darstellen, deren Koeffizienten eindeutig bestimmte Zahlen des Restsystemes 
modulo rz sind, welche beliebig weit berechnet werden können. Eine solche 
Zahl ist stets und nur dann für den Bereich von p Null, wenn alle Koeffi- 
zienten verschwinden. 

Ich führe jetzt diese Reihen als r-adısche Zahlen ebenso in die Rech- 
nung ein, wie vorher die p-adischen oder die g-adischen Zahlen, unterscheide 
wie vorher die reduzierten von den nicht reduzierten Zahlen, in welchen 
die Koeffizienten &®” beliebige ganze Zahlen sind, definiere ebenso die Kongru- 
enz von zwei solchen Zahlen modulo n" und nenne endlich zwei solche n-adische 
Zahlen gleich, wenn sie für jede noch so hohe Potenz von rr kongruent sind. 
Endlich folgt dann, daß für die Summe und das Produkt von zwei Zahlen 

an Heat... Be EOnt 4 Ede... 
die Gleichungen 
a+ B= (en + Matt er, 
eß = (NE r+* + (e” &6+D + tl) 5) zrts+! RI 
bestehen. 


Jeder Stelle p ordne ich nun einen gleichbezeichneten Primteiler p zu, 
und sage, eine algebraische Zahl © = a+ bo ist durch p” genau teilbar, wenn 
der Wert von « für die Stelle p die Ordnungszahl %h besitzt, wenn also die 
zugehörige Potenzreihe genau mit rn” beginnt. Ist q eine andere Stelle, so 
heißt « genau durch p”g* teilbar, wenn sie genau durch p* und durch q“ 
teilbar ist usw. Auf diese Weise ergibt sich leicht, daß jeder Zahl « des 
Körpers eindeutig ein Divisor d, zugeordnet ist, was wir durch die Äqui- 
valenz «= d, ausdrücken können. Die Äquivalenz 

u Fe 0 u a 3 
besagt dann, daß « an den Stellen p,p’,q,...t bzw. die Ordnungszahlen 
h,h’,k,...l besitzt, während sie an allen übrigen Stellen eine Einheit ist. 


Ist endlich «= d,. P= d,, so ergibt sich sofort, daB aß = b,d,, + 
ist, wenn das Produkt und der Quotient zweier Divisoren wie in der ele- 
mentaren Zahlenlehre definiert wird. 


SE 








Abschätzung der Lösung der Pellschen Gleichung. 


Von Herrn Oskar Perron in Tübingen. 


In Band 143 dieses Journals hat Herr Remak den Dirschletschen 
Beweis für die Lösbarkeit der Pellschen Gleichung 


(1.) 2— Dy=1 
derart ausgestaltet, daß sich eine obere Grenze für das kleinste positive 
Lösungspaar z,y ergibt. Herr Remak findet: 

<< (gt, y<(g+ N, 

wo g die größte in 2VD enthaltene ganze Zahl ist. Die Bedeutung der 
Remakschen Untersuchung liegt in dem Nachweis, daß die Dirichletsche 
Methode überhaupt eine verhältnismäßig einfache Abschätzung gestattet. 
Sieht man aber von dieser prinzipiellen Bedeutung ab und stellt sich nur 
die Aufgabe, eine obere Grenze für die kleinste positive Lösung der Pell- 
schen Gleichung zu ermitteln, so wird man die Theorie der Kettenbrüche 
zu Hilfe nehmen, weil diese die Lösung explizit liefert. In der Tat wird 
sich so die sehr viel bessere Abschätzung 


2 <2(b + 1)°(26 + 1)Pe+D—, y<2(b+ 1)°(2b+ 1)Pe+nm4 
ergeben, wo b die größte in VD enthaltene ganze Zahl ist. 
Entwickelt man YD in einen regelmäßigen Kettenbruch, so erhält 


man*): 





*) Vergl. des Verfassers Buch: Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig 1913, 
$$ 24, 25. Im folgenden zitiert mit „Lehrbuch“. 
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YD=[b,5,b,.:.5,25] (,=b,), 

wo übrigns auch k= 1 sein kann. Bezeichnet man mit 4A4,,B, 
den Näherungszähler und -nenner v-ter Ordnung, so folgt aus den be- 
kannten Rekursionsformeln, wenn zunächst k>1 angenommen wird, ohne 
Por 

Ar <(b 7 l) (b, y l) (d,_,+ 1), B,< (b, + 1) (b, r l) nn (d, 1+ l). 
Aber die Zahlen 5,,b,,...d,_, sind nach Lehrbuch, Seite 94, Satz 14, alle 
<b, und mit höchstens einer Ausnahme sogar <*b. Daher wird 

(2.) A, <(b+ 1)? (25+ 1)", BB, <(d+1)(2d+ 1). 
Das gilt offenbar auch noch, wenn k=1 sein sollte. 
Nach Lehrbuch, Seite 103 ist nun 
A— DB, = (-1)}; 
setzt man also 
(A, ı+B, 1 VD’=x+yVD, 

so ist &,%y eine Lösung der Pellschen Gleichung (wenn keine gerade Zahl, 
so ist schon A, _,, B,_, eine Lösung). Nun ist unter Berücksichtigung von (2.) 


(3. ) = Arı + DB;_, ne (b + 1)? OR 1)* (2 b+- af 
I\y-24, B1<2l ae (25+1) 
Jetzt braucht nur noch die Zahl k, d. h. die Gliederzahl der primi- 


tiven Periode abgeschätzt zu werden. Nach Lehrbuch, Seite 77 ist k <2b?. 
Man findet aber leicht u kleinere Schranke. Denn die durch die Gleichungen 


1 1 
‚D=b r% = TE gb E 
definierten vollständigen Sosaeii haben nach Lehrbuch, Seite 93, die Form 
= —.- (P,, Q, positive ganze Zahlen) 


und sind reduzierte Zahlen; d.h. es ist 


at ei ern. 1. 


Hieraus folgt sofort: 
P,<VYD, VD-P,<Q,<VD+P,; 








also auch: 


P,<b,b—-P,<Q,<b+P.,. 
Es sind daher nur b verschiedene Werte für P, möglich, und zu jedem P, 
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wieder höchstens 2 P, verschiedene Werte für Q,. Die Gesamtzahl der 
möglichen Wertepaare P,,Q, ist somit höchstens gleich *) 
2+4+6+:..+2b=b(b+1). 
Es gibt also höchstens 5(b +1) verschiedene vollständige Quotienten 
VD+P, 
Sa 


man gerade die zu beweisenden Formeln. 


; daher ist k<b(b+1). Setzt man das in (3.) ein, so erhält 


*) Die Anzahl läßt sich noch weiter reduzieren, weil Q, ein Teiler von D—-P? 
sein muß (Lehrbuch, Seite 75). Doch wollen wir darauf nicht mehr eingehen. 
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Preisausschreiben 


anläßlich des VI. internationalen Mathematikerkongresses in Stockholm. 


Auf dem fünften internationalen Mathematikerkongreß in Cambridge wurde 
beschlossen, daß der sechste Kongreß in Stockholm im Jahre 1916 zusammentreten 
sollte. Se. Majestät König Gustav V ließ bei dieser Gelegenheit mitteilen, daß er 
geruhte, das Protektorat über diesen Kongreß zu übernehmen. 

Im ‚Anschluß hieran hat Se. Majestät beschlossen als Preis für eine bedeu- 
tende Entdeckung innerhalb der Theorie der analytischen Funktionen eine goldene 
Medaille mit dem Bildnis Karl Weierstraß’ nebst einer Geldsumme von 3000 Kronen 
auszuteilen. 

Bewerber um diesen Preis haben ihre Abhandlungen an den Hauptredakteur 
der Acta Mathematica vor dem 31. Oktober 1915, der hundertjährigen Wiederkehr 
des Geburtstages Karl Wererstraß‘, einzusenden. Die Abhandlungen, die einen Gegen- 
stand entweder innerhalb der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen oder 
innerhalb der Theorie einer speziellen besonders wichtigen Funktionenklasse behandeln 
können, sind mit einem Motto sowie Namen und Adresse des Verfassers — entweder 
offen angegeben oder in versiegeltem Umschlag — zu versehen und dürfen nicht 
zuvor veröffentlicht worden sein. 

Se. Majestät hat bestimmt, daß ein Bericht über den Inhalt der Abhand- 
lungen mit einer Beurteilung ihrer wissenschaftlichen Bedeutung zum Anhalt Sr. 
Majestät von den Mitgliedern der ersten Klasse der Schwedischen Akademie der 
Wissenschaften zu erstatten ist. Die Mitglieder dieser Klasse sind gegenwärtig: die 
Herren Mütag-Leffler, Falk, Phragmen, Wiman, Bendixson und von Koch. Außerdem 
wird ihnen Herr Fredholm adjungiert werden. 

Die preisgekrönte Abhandlung sowie auch die Abhandlungen, die sonst als 
besonders bedeutend einer Auszeichnung würdig befunden werden, erscheinen in den 
Acta Mathematica und dürfen nicht vorher auf andere Weise veröffentlicht werden. 
Die übrigen Abhandlungen werden unter der für diesen Zweck angegebenen Adresse 
zurückgesandt. 

Die Abhandlungen können nach Wahl des Verfassers in deutscher, englischer 
oder französischer Sprache abgefaßt sein. 














Zwei Sätze über algebraische Gleichungen 
mit lauter reellen Wurzeln. 


Von Herrn J. Sehur in Bonn. 


Man verdankt Herrn E. Malo*) folgenden interessanten Satz: 
Sınd die Wurzeln der Gleichung 


(1.) a)= u ++... +a,"=0 (a„+ 0) 
sämtlich reell und die der Gleichung 
(2.) g(a)=b,+b,2+ +. +b,0"= 0 (d),+0) 


sämtlich reell und von gleichem Vorzeichen**), so besitzt, wenn k die kleinere 
der beiden Zahlen m und n bedeutet, auch die Gleichung 

ob + a,b, + +++ a,b, = 0 
keine imaginäre Wurzel. Ist m<n und ab,+0, so sind die Wurzeln 
dieser Gleichung voneinander verschieden. 

Ich werde im folgenden unter Benutzung eines von Herrn Malo 
angewandten Kunstgrifis einen ähnlich gearteten Kompositionssatz beweisen, 
der von größerer Tragweite zu sein scheint, und aus dem sich der Malosche 
Satz leicht folgern läßt. Dieser Satz lautet: 

I. Sind die Wurzeln der Gleichung (1.) sämtlich reell und die der 
Gleichung (2.) sämtlich reell und von gleichem Vorzeichen, so besitzt, wenn 
k die kleinere der beiden Zahlen m und n bedeutet, auch die Gleichung 


*), Note sur les &quations algebriques dont toutes les raeines sont röelles, 
Journal de Math&matiques sp£&ciales, serie 4, t. 4 (1895), p. 7. 

**) Hierunter ist zu verstehen, daß die von Null verschiedenen Wurzeln ent- 
weder sämtlich positiv oder sämtlich negativ sein sollen. — Die Koeffizienten der in 
dieser Arbeit vorkommenden Polynome sind stets als reell anzunehmen. 
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u +1!abh2+2!a,br? +. ++ kla,b,= 0 

keine imaginäre Wurzel. Ist m Zn und a,b, +0, so sind die Wurzeln dieser 
Gleichung voneinander verschieden. 

Der Beweis dieses Satzes wird in $ 1 und $ 2 erbracht. In $ 3 werde 
ich den Maloschen Satz und eine Verallgemeinerung dieses Satzes beweisen. 

Bei der Untersuchung einer mit dem Satz I zusammenhängenden 
Frage bin ich noch auf folgenden Satz geführt worden, der ebenfalls ver- 
schiedene Anwendungen zuläßt (vergl. 85): | 

II. Gegeben sei eine algebraische Gleichung n-ten Grades f(x) =, 
deren Wurzeln sämtlich reell sind. Die größte Wurzel dieser Gleichung sei 
2, ferner sei x,_, die größte unter den Wurzeln der r-ten derivierten Gleichung 
f”’(z)= 0, so daß also (nach dem Rolleschen Theorem) 

2. hy Dee De 
wird. Es ist dann 
mn mi <a ua RB 2: 


81. 


Dem Beweise des Satzes I schicke ich einige Hilissätze voraus, die 
zwar längst bekannt sind, aber der Vollständigkeit wegen ausführlich be- 
wiesen werden sollen. 

Hüfssatz I. Ist 

h(X)=-o+G°+.-+0,0"=0 (c,+0) 
eine Gleichung mit lauter reellen Wurzeln, in der c, von Null verschieden ist, 
so können nicht zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten der Gleichung ver- 
schwinden. Ist genauer c,(0 <r<-Zn) gleich Null, so muß c,_, C,,, < 0 sein. 

Ist nämlich 


so wird 
4-29, =olityit "ty: 
also ist 
(3.) D, = —- 24% >0. 


Beachtet man, daß für jedes r 


K)= (lo +T + EN 


ebenfalls nur reelle Wurzeln hat, so erkennt man ebenso, daß, wenn c,_, 


+ —( 


nicht Null ist, 
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D,=r&—(r+1l)c_16,:, >00 
wird. Ist nun ,=0, so folgt aus D,>0, daß uc,<0 wird. Insbe- 
sondere können nicht c, und «, gleichzeitig verschwinden. Ist ferner c, — 0 
so muß c, von Null verschieden sein; folglich ist D, > 0 und also c,% <_ 0. 
Indem man diese Schlußweise fortsetzt, erkennt man die Richtigkeit unserer 
Behauptung. 
Hifssatz II. Es sei 
haı)=o ta ++... +c,20"=0 (nF#F0,c, +0) 
eine Gleichung mit lauter reellen Wurzeln. Dann besitzt, wenn f(x) irgend 
ein Polynom ohne imaginäre Nullstellen ist, auch die Gleichung 
F(2)= coflz) + (2) + af’ (@) + + +] (2)= 0 
lauter reelle Wurzeln. Ferner ist jede mehrfache Wurzel « dieser Gleichung 
zugleich auch eine mehrfache Wurzel der Gleichung f(z) = 0*). 
Ist nämlich 
h(x) = UL +Y,2%), 
und setzt man 
heli+tnf, kehtyh -- hehaıt Yal-ı 
so wird F=c,f,, und man erkennt nun leicht, daß es genügt, den Satz 


nur für den Fall einer linearen Funktion 
h(«)=1+y7% 


z 


zu beweisen. Man betrachte nun die Funktion „(z) = e’ f(x), deren Ab- 
leitung 


(2) = Matte 
ist. Ist f(x) vom Grade m, so besitzt nach dem Rolleschen Theorem die 
Gleichung „’(z) = 0, und folglich auch die Gleichung 
F(x)= f(e)+ yf(z) = 0 
mindestens m — 1 reelle Wurzeln. Da aber der Grad dieser Gleichung 
gleich m ist, so müssen sämtliche m Wurzeln reell sein. Ist ferner 


m 


f(e)= ot (2 — eo) + (2 — ae)” +++ a, — 0a)”, 
so wird 
F(e)=,+7a+ (a, + 2ya,) (© —a)+ 
Soll nun & eine mehrfache Wurzel von F(z)= 0 sein, so wird 





*) Vgl. z. B. Netto, Vorlesungen über Algebra. Bd. I, S. 212. 
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(4.) .+Ya=0, +27, =0, 
und also a? — 2a,a;= 0. Diese Gleichung ist, wenn a, von Null verschieden 
ist, nicht möglich, da in diesem Falle a’ — 2a,a, > 0 ist (vergl. Formel (3.)). 
Es muß folglich a,= 0 und wegen (4.) auch ,=@,= 0 sein. Daher ist 
oe in der Tat eine mehrfache Wurzel der Gleichung f(x) =0. 
Hilfssatz III. Man habe eine Folge von Gleichungen 
In(%) = Go + An + + am" = 0, 
deren Wurzeln sämtlich reell sind. Ezistieren dann die Grenzwerte 
lım a,.= a, , (u=0,1,...m) 


so besitzt auch die Gleichung 
I)=W+ 42 + + a„”= 0 
nur reelle Wurzeln. 
Es ist nämlich in jedem endlichen Bereich der x-Ebene gleichmäßig 


lım f, (2) = f(x). 


n=& 


Wäre nun x, eine imaginäre Nullstelle der Funktion f(x), so müßten nach 
einem bekannten Satze der Funktionentheorie*) die Funktionen f,(x) in 
jedem Kreise 2 — 2, <o, sobald n einen gewissen Wert übersteigt, Null- 
stellen besitzen. Dies ist aber gewiß nicht der Fall, wenn der Kreis so 
kleın gewählt wird, daß er mit der reellen Achse keinen Punkt gemeinsam hat. 


82. 


Der Satz I soll zunächst unter der Voraussetzung bewiesen werden, 

daß in den beiden zu betrachtenden Gleichungen (1.) und (2.) 
+0, +0, m<n 
ist. Es genügt ferner anzunehmen, daß 
u. 0: Be 

ist und daß die Wurzeln der Gleichung (2.) sämtlich negativ, die Koeffi- 
zienten by, db}, ... also positiv sind. 

Ist nun z eine beliebige reelle Zahl, so besitzt die Gleichung 

F(x) = bof(@) + b12- Fir) + be Af(n) + + bn2" ft” (a) = 0 
nach Hilfssatz II lauter reelle Wurzeln. Setzt man 


F)-Bi)+ 9 24 29 ar... 4 Zu 


m, 


5 *) Vgl. A. Hurwitz, Über die Nullstellen der Besselschen Funktion, Math. 
Ann. Bd. XXXII. S. 247. 
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so wird 
P,(2)= a,b, + 1!a,b,2+ 2!0,b,2?+ +, + m!a,b„2” 
und 

P (2) = ula,b+ (u+1)!a,,ıb2+ ++ mla,b, „2"”. 

Die Gleichungen P,(2)=0 und P,(z)=0 besitzen keine reelle Wurzel 5 
gemeinsam. Denn wäre P,(5)=0, P,(£)=0, so würde z= 0 eine mehr- 
fache Wurzel der Gleichung F(z)=0 sein. Nach Hilfssatz II müßte 
z=0 auch eine mehrfache Wurzel von f(z)=0 sein. Dies ist aber gewiß 
nicht der Fall, da a, von Null verschieden sein soll. 

Auf Grund des Hilfssatzes I und der Gleichung 

P„(2)= m! a,b, 
ergibt sich ferner, daß die Reihe der Polynome 
(5.) Pla), Pıle),... P(®) 
folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Dasletzte Glied der Reihe ist eine von Null verschiedene Konstante. 

2. Für einen reellen Wert z=& verschwinden nicht zwei aufein- 
anderfolgende Glieder der Reihe. 

3. Verschwindet für einen reellen Wert z= ein mittleres Glied 
der Reihe, so haben die beiden links und rechts benachbarten Glieder für 
dieses Argument entgegengesetzte Vorzeichen. 

Die Polynome (5.) bilden also eine verallgemeinerte Sturmsche 
Reihe*). Bedeutet V(z) die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe (5.), 
so ist also die Anzahl r der verschiedenen reellen Wurzeln der Gleichung 
P,(z) = 0 gleich 

V-»)-V(+@)rP 
wo p eine nicht negative ganze Zahl ist. Da nun aber b,,b,.... db, und 
auch a, positive Zahlen sein sollen, so ist 
sign P,(-x)= (- 1", sgenP,(+»)=1, w=61...m 
also 
VY(-x)=m, V(+mx)=0. 
Daher ist r mindestens gleich m, und da die Gleichung P,(z)= 0 vom 
m-ten Grade ist, genau gleich m. 

Hiermit ist der Satz I für den Fall a,b, #0, m<{n bewiesen. 

Es sei nun a,d, #0, aber m>n. Man betrachte dann an Stelle 
der Gleichung 





” Vgl. z. B. Netto, a. a. O., S. 238. 
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ga)=b +b+b+..+b"=0 
eine Gleichung der Form 
(1— e2)""g(z) = bu(E) + bi (e)c + +++ bule)a"= 0, 
wo & eine von Null verschiedene reelle Zahl bedeutet, die dasselbe Vor- 
zeichen wie die Wurzeln der Gleichung g(z)= 0 besitzt. Dann sind nach 
dem bereits Bewiesenen die Wurzeln von 
apbo(E) +1! a,b, (e)x+ +++ m! a„b„(e)x” = 0 
sämtlich reell. Läßt man nun e eine Folge von Zahlen durchlaufen, die 
gegen Null konvergieren, so wird 
lim db,(e)= b,, limb,(e)=b,,... limb,(e) = b, 
und 
lım b„.1(8) = 0,...limb,(e)=0. 
Aus dem Hilissatz III folgt daher, daß auch die Gleichung 
out 1! a. bbz ++ n! a,b,x"=0 
keine imaginäre Wurzel hat. 
Um auch den Fall, daß eine der beiden Zahlen «a, und b, ver- 
schwindet, zu erledigen, nehme ich an, es seien a, und b, die ersten nicht 
verschwindenden Koeffizienten in den Gleichungen (1.) und (2.). Ist dann 


&)= «"fle), g(2)= 29 (R), Ä 

so betrachte man, wenn e wieder eine reelle Zahl bedeutet, die dasselbe 
Vorzeichen wie die nicht verschwindenden Wurzeln von g(z)= 0 hat, die 
Gleichungen 

(— ey fıla)= ale) tale) ++ anle)r"= 0, 

—)’g(r)=ble)+ble)etr +). 
Da hier a,(e) und b,(e) nicht Null sind, so hat, wenn % die kleinere der 
beiden Zahlen m und n bedeutet, die Gleichung 

GolE)bo(E) + 1!a,(e)b,(E) x + ++ Kkla,le)b,(e)x" = 0 
lauter reelle Wurzeln. Läßt man & gegen Null konvergieren, so erhält 
man die Gleichung 

ub+1!abr+ ++ klab=0, 


deren Wurzeln wieder sämtlich reell sein müssen. 
Der Satz I ist nun vollständig bewiesen. 
Es gilt noch der weitere Satz: 


I’. Sind 





an I 
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Ft at + +a„"=d, 
b,+b,2 + +++ 65,0" + bu" + br 0 
zwei Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln, und sind die Zahlen 
6, 8,,...8, 
sämtlich positw, so besitzt auch die Gleichung 
ab, + 1!a,b,x +++ m! a,b," = 0 
nur reelle Wurzeln*). 

Ist a, von Null verschieden, so ist der Beweis ebenso zu führen, 
wie beim Satze I für den Fall m <<n. Wir haben nämlich bei der Be- 
handlung dieses Falles nur von der Annahme Gebrauch gemacht, daß die 
Wurzeln der beiden gegebenen Gleichungen reell und die Zahlen b,, b,: ... D, 
positiv sein sollen. Der Fall «= 0 erledigt sich ähnlich wie früher durch 
einen Grenzübergang. 


8 3. 


Um aus dem Satze I den Maloschen Satz zu erhalten, kann man 
folgendermaßen schließen: Zugleich mit der Gleichung 
(6.) nt MT + + +a,2"=0 
besitzt auch die Gleichung 
Ant aut tar" =0 


nur reelle Wurzeln. Da die Wurzeln der Gleichung 


(1+2)”"”=1+ (T)z+ .+7"=0 
reell und negativ sind, so erkennt man auf Grund des Satzes I, daß auch 
die Gleichung 
a„+ ma„ 12 + m(m — 1)a,„2°+ + m! aux” = 0 
keine imaginäre Wurzel hat. Dividiert man durch m! und ersetzt z durch 
—, so ergibt sich, daß, wenn die Wurzeln der Gleichung (6.) sämtlich reell 


sind, dasselbe auch für die Gleichung 
a a Be 
2 3 ku 1 vier eng 

gut **). 

Wendet man nun auf diese Gleichung und die Gleichung 

*) Man kann zeigen, daß der Satz auch dann gilt, wenn nur verlangt wird, 
daß bu, dı. ... dm nicht negative Zahlen sein sollen. 
**) Vgl. Laquerre, (Euvres, t. I. p. 31 und p. 201. 
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b,+be+b+.. +60, 
deren Wurzeln reell und von gleichem Vorzeichen sein sollen, den Satz I 
an, so erhält man den Maloschen Satz. 
Eine ähnliche Betrachtung führt zu einem allgemeineren Satze: 
Es seven 
[% ++, ++ +a,."=0, 
(7.) b+br+bat ++ bt, 
| Gt ao + ga” +. + +c0,”=0 
drei Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln, ferner seien die Wurzeln jeder 
der beiden letzten Gleichungen von gleichem Vorzeichen. Dann hat auch die 
Gleichung 


z ubucu ii 


(8.) = (7) 


nur reelle Wurzeln. 
Da nämlich auch die Wurzeln der Gleichungen 
at act alte +", 
bu + br + ba ++ +2" = 0 
sämtlich reell und die der zweiten Gleichung von gleichem Vorzeichen sind, 
so hat die Gleichung | 
And, + 1! au du +2! a,b t+ + m! ab,r” = 0, 
und folglich auch die Gleichung 
m! ab, + (m — 1)!a,b,z+ (m — 2)! a,b,2” ++ a„b,x” = 0 
keine imaginäre Wurzel. Wendet man auf diese Gleichung und die letzte 
der Gleichungen (7.) den Satz I an, so ergibt sich, daß die Wurzeln der 


Gleichung 
DR u)!ula,b,c,s" = 0 
sämtlich reell sind. Dividiert man durch m!, so erhält man die Gleichung (8.). 


$ 4. 
Ich wende mich nun zum Beweis des Satzes II. 
Es genügt offenbar, zu beweisen, daß 
(9.) %, — in Z Un — in 
ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, 
daß x,_2 = 0 ist. Ist nun auch z,= 0, so wird wegen 
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u 3, nz 
%,— ebenfalls Null und die Relation (9.) ist gewiß richtig. Ist aber x, 
von Null verschieden, so kann angenommen werden, daß z,= 1 ist. 

Wir haben also zu beweisen: Besitzt die Gleichung 
I)= "+2"... +0,_,0%+e,=0 (n — 2) 

lauter reelle Wurzeln, unter denen die größte gleich 1 ist, und ist die 
größte Wurzel der Gleichung f(x) = 0 gleich 0, so ist die größte Wurzel 
%,_, der Gleichung f’(z) = 0 mindestens gleich 4. 


) 


_ 


Auf Grund der über f”(x) gemachten Voraussetzung folgt 
% >00, 5 >0,..,3>0, ,.=d0. 
Wäre x, , 0, so müßte c, , =0 und auf Grund des Hilfssatzes I auch 
%„=0 sein. Dies ist nicht möglich, da alsdann alle Koeffizienten von 
f(x) = 0 positiv oder Null wären und z,=1 nicht eine Wurzel dieser 
Gleichung sein könnte. Daher hat f’(z)= 0 eine und nur eine positive 
Wurzel, nämlich die Wurzel x,_,; folglich ist f(x) zwischen 0 und x, | 
negativ und rechts von z,_, positiv. Wir haben daher nur zu beweisen, 
daß (4) <0 ıst. 
Aus 
M)=1+0., + +,1+%=-9. 


, n —] 
/ (4) Zu 9n—1 + - 2 € > ine r Gi 
folgt nun 
’ n n—]1 2 
f (4)= (zu Sa 1) + (3: 1) a (7 Be 1)- En 
Dies ist jedenfalls negativ, wenn c„>0 ist. Wir haben also nur noch 
den Fall „<O zu behandeln. In diesem Fall ist z,—1 (nach der 


Descartesschen Regel) die einzige positive Wurzel von f(z)= 0. Bezeichnet 
man die übrigen Wurzeln mit —y,,—y2,.-.— Y„_,, 80 wird 


Rn a Ba „EWR. 

f(«) + Yı + Mm 1-1’ 
0 2° CHE LER BR 73 
P(=) (2) I (2 + y1)? ie (2 + Yn-1)" V@zIp 


also wegen f”(0) = 0 
1 1 1 1 2 
10. 1 9 u... n — ... -— — ü 
(10.) et irn — I) 


Da (4) jedenfalls negativ ist, so ist nur zu zeigen, daß 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 
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f() 2 2 
2 mu ... — u TO 
16) 1+ 2y, ” ” 1 + 2yn-1 eg 
ist. Setzt man a, = Fa so läßt sich diese Ungleichung in der Form 
(11.) En 
- 2+a, N 
und die Gleichung (10.) in der Form 
12. Sa,= Sau, 
es y uv iu 
schreiben. 


Ich werde nun beweisen: Genügen die positiven Zahlen &,, &g,... &u_ı 
der Gleichung (12.), so besteht die Ungleichung (11.); das Gleichheitszeichen 
gilt hier dann und nur dann, wenn 


RE BERN. WE ER RR 
ist. 
Setzt man nämlich 
a=n,t%+t + 1; 
so kann die Gleichung (12.) in der Form 
(13.) Sa,(a— a, —2)= 0 


und die zu beweisende Ungleichung (11.) in der Form | 


geschrieben werden. Es sei 
ee FR 
also 
a—h—-2 <a, —2<.: <a— au1— 2. 
Der Fall, daß unter diesen Zahlen negative, aber keine positiven vor- 
kommen, ist wegen (13.) nicht möglich. Ist keine der Zahlen a — 0, — 2 
negativ, so ist die Summe S gewiß nicht negativ und nur dann gleich 


Null, wenn alle Zahlen « — «,— 2 verschwinden, also 
0,=- E- - (v=1,2,...n—1) 
-  —n1—2 
Kommen aber unter den Zahlen a — «, — 2 sowohl positive als auch negative 
vor, So sel 
o-— .—23< 0, ss =3< ..: ut, 
G— Our 2 >0, .. 0—a1—2>)0. 

Dann wird 
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a &, di, 2 » ty, (am —a,)(a—a,—2) 
8=- 257 -- Zi) “INS orte) 


Da für v<m 
an — 0, <0, a—ıc,—2<0 
und für v>m 
Un — 0,0, a—0,—2 0 
ist, so sind unter den Zahlen (o,„— «,) (a — «,— 2) die ersten m positiv 
oder Null, die folgenden n — 1— m positiv. Daher ist in diesem Falle S > 0. 
Die hier durchgeführte Betrachtung lehrt nicht alleın, daß stets 
u Zu ut 
ist, sondern auch, daß der Fall 
Lyn — In 7 In-ı — In 
dann und nur dann eintritt, wenn entweder ©,=z, ,=%, » Ist, oder wenn 
die von x, verschiedenen Wurzeln der Gleichung f(z)= 0 einander gleich, 
und zwar gleich 
[nz —(n—2)z,] 
sind. Die Funktion f(x) ıst dann von der Form 


u D n—1 
f(@)= e@—»)(& + > 9-4 P>g): 
Setzt man 


ER: jur; ‚_349-P 
p ui 2 N) g= I ’ 


so wird 


’ ’ —3 ’ —] ’ . 
(14.) (2) =ne(e—p)(c+ . Br .. -P) - 


Die Funktion f(x) ist also von derselben Form wie f(z). Hat umgekehrt 
f(x) die Form (14.) und setzt man 


37 —-q 
zj= - b) ad = ER R 


so wird 
> 


f(a) = e@—p) (x + "Sr 5 q) +0. 
Da f(«)=0 lauter reelle Wurzeln haben soll, so muß, wenn n>3 ist, 
die Konstante C gleich Null sein. 
Hieraus folgt: Ist für einen Index v 3<r<n) 
L, — %,_ 1 = I, Du: 
aber nicht 2, = %,_ı = %,_2, so sind alle Differenzen 


de — I; Lg — ds; ... In — 1 
einander gleich. 
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8 6, 


Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz II läßt einige nicht 





uninteressante Anwendungen zu. 


Haben die Zahlen z,,%,,...x, die frühere Bedeutung und est für 


n 


einen Index m <n— 2 
(15 ) Lm-+1 Km 


m+| m 


’ 


so muß auch 


Im+2 - Im+l 
< 
(16.) m+2 = m+1 


sein. Denn schreibt man (15.) in der Form 


- Imt+1 
ER el — 
m-+1 m m +1 ’ 
so ergibt sich 
LIm+1 
Im+2 En Ln+1 Me Ln+1 — Im Ga m 1 


und dies liefert die Ungleichung (16.). Betrachtet man also die Zahlen 
5 Zu 
Bir Fra Te 
so läßt sich stets eine Zahl m (1 <m<n) so angeben, daß 
% X Zu em x En 
it ee 
wird. Sind insbesondere die beiden Wurzeln 2x, — x, und x, der Gleichung 


f"?(z)= 0 nicht negativ, so wird x, > z und daher 


u % a 
> Den a I  . 
1=2 = 


Ersetzt man, wenn a eine reelle Konstante bedeutet, die Gleichung 
f(«)=0 durch die Gleichung f(x + a)=0, so treten an Stelle der Zahlen 
X, Los... 0, die Zahlen 


In 
N 


sem Band, 1... =, —0. 
Wählt man speziell für « die Zahl 
An = (m y 1)% — MIn+ı 


so wird 
Im+i En 
m+1 m’ 
also auch 
Tu u N" Im+1 


N n—1 — — m+1' 
Es ist daher für jeden Wert von m 
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In Im _- In—1 Un Le _— Tm+l 


n y— m + ] m 


Es seı nun 


eine unendliche Folge reeller Zahlen von der Art, daß jede der Gleichungen 


Ga) =a"+ (1)Pıa” R4 (5) 2a" "44-0 a2. 
lauter reelle Wurzeln besitzt. Diese Eigenschaft haben, wie in $ 6 der 
folgenden Arbeit bewiesen wird, die Zahlen 5, dann und nur dann, wenn 
die Potenzreihe 


3 3 
WI- u: BE 
Ka)=1+ 5,24 Eh 


eine ganze rationale oder ganze transzendente Funktion darstellt, deren 
Produktzerlegung die Form 
Pla)=ei”ti% (1 +d,R)e” 
vl 
aufweist. Hierbei sind unter 0), d,,0d,,... reelle Zahlen, unter y eine nicht 
negative reelle Zahl zu verstehen. Ferner ist in jedem endlichen Gebiete 


NOLKORE 


Bezeichnet man nun mit z, die größte Wurzel der Gleichung 


gleichmäßig 


G„(2)= 0, so wird, da 


dG,„ (x) y 
ns nG,_,(x) 
ist, 
un un u 
und 
(17.) Us Pr I up 3 To 


Daher existiert in jedem Falle der Grenzwert 


(18.) lım (2, — x,_,) = 4. 


n= X 
Ich behaupte nun: die (nicht negative) Zahl 4 ist dann und nur 
dann von Null verschieden, wenn P(x) mindestens eine positive Nullstelle 


besitzt, und zwar vst 
1 


u= — 
/ 


die kleinste derartige Nullstelle von P(x). 
Da nämlich 
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(2, u %,) oz (2; 25; Tg) er 6 7 (2, ve %.—) — %,7% 
ist, so folgt aus (18.) auch 


= lim "= Im ”*. 


n=&@ n=n 


Ist daher A von Null verschieden, also positiv, so sind die Zahlen x, von 
einer gewissen Stelle ab positiv. Die Zahl ist dann die kleinste posi- 
tive Nullstelle der Funktion 


19.) (=) 0,4), 


und da diese Funktionen ın jedem endlichen Gebiete gleichmäßig gegen 
P(x) konvergieren, so ist nach einem bekannten Satze*) der Grenzwert 


u ! der Zahlen . eine Nullstelle, und zwar die kleinste positive Null- 


stelle von ?(x). 
Besitzt umgekehrt (x) positive Nullstellen, unter denen die kleinste 
gleich « ist, so muß für genügend große Werte von n auch die Funktion 


(19.) positive Nullstellen besitzen. Die kleinste unter ihnen ist dann 


" , und es muß der Grenzwert der Zahlen 2 existieren und gleich u 


sein. Dieser Grenzwert ist aber andererseits gleich FR 
Das hier gewonnene Resultat liefert einfache Abschätzungsformeln 
für die Zahl «. Zunächst folgt aus (17.) für jeden Wert von n 


Lin 
Speziell erhält man die Formel 
1 
iR 


"an MR 
die auch direkt leicht bewiesen werden kann. Ist ferner | 
a„= (m + 1) 2, — ma,..; 
so bilden nach dem früheren die Zahlen 


ER (n=m,m+]1,...) 


eine Folge nicht abnehmender Zahlen, und da diese Zahlen wieder gegen 
u konvergieren, so ist für n >m 


N \ 
U | 


— In — Im 


*), Vgl. A. Hurwitz, a. a. 0. 








Über zwei Arten von Faktorenfolgen in der Theorie 
der algebraischen Gleichungen. 


Von Herrn @. Polya in Budapest und Herrn J. Schur in Bonn. 


Laguerre hat zahlreiche spezielle unendliche Folgen reeller Zahlen 

(A.) Ey dr dpis+« 
angegeben, die folgende merkwürdige Eigenschaft besitzen: ist 

+2 +0” +..+a,2”=0 
eine beliebige algebraische Gleichung mit lauter reellen Wurzeln *), so sind 
die Wurzeln der Gleichung 
At HC H+ All? + ++ a„a„c” = 0 

ebenfalls sämtlich reell. Eine Zahlenfolge (A.), die diese Eigenschaft be- 
sitzt, nennen wir eine Faktorenfolge erster Art. 

Unter einer Faktorenfolge zweiter Art verstehen wir eine unend- 
liche Folge reeller Zahlen 

(B.) Bu Buße ++, 
die so beschaffen ist, daß, wenn 
,+b2+b+..+b,0”"=0 
eine beliebige Gleichung mit lauter reellen Wurzeln von gleichem Vorzeichen 
ist, die Gleichung 
Bobo + Bıbıc + Beben" + +++ Pub," = 0 

keine imaginäre Wurzel hat. Hierbei sprechen wir von einem System 
reeller Zahlen ‚‚von gleichem Vorzeichen“, wenn die von Null verschiedenen 
Zahlen des Systems entweder sämtlich positiv oder sämtlich negativ sind. 


*) Hierbei zählen wir die Konstanten zu den Polynomen mit lauter reellen 
Nullstellen. 
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Unter den von Laguerre angegebenen Beispielen heben wir insbe- 


sondere folgende hervor: die Folgen 
| 1 
v3: Ho ED' 3Gr ars a  \ 

BI re g° u, Be 
sind Faktorenfolgen erster Art, ferner bilden, wenn A und 9 zwei reelle 
Zahlen sınd, die Größen 

(3.) cos, cos(A+%9), cos(A +29), ... 
eine Faktorenfolge zweiter Art*). 

Eine Faktorenfolge erster Art ist selbstverständlich zugleich eine 
solche zweiter Art. Das Umgekehrte ist aber nicht immer der Fall; z. B. 
ist die Folge (3.), wenn 9 nicht ein ganzzahliges Multiplum von n ist, 
keine Faktorenfolge erster Art. 

Wir werden im folgenden für beide Arten von Faktorenfolgen 
einfache Kriterien angeben, die zugleich notwendig und hinreichend sind 
($$ 3 und 4). Es wird sich insbesondere zeigen, daß die Untersuchung 
der beiden Arten von Faktorenfolgen und die Untersuchung gewisser 
zweier Klassen von ganzen transzendenten Funktionen identische Auf- 
gaben sind. Auf diese Weise erhalten wir eine bemerkenswerte Methode, 
bekannte und auch neue Sätze über ganze transzendente Funktionen vom 
Geschlechte 0 und 1 mit lauter reellen Nullstellen abzuleiten (vgl. $ 6). 

Die folgenden Entwicklungen stützen sich in erster Linie auf den 
von Schur in der vorstehenden Arbeit bewiesenen Kompositionssatz. Diese 
Arbeit wird im folgenden kurz mit A. zitiert. 


$ 1. Elementare Eigenschaften der Faktorenfolgen. 
I. In jeder Faktorenfolge erster Art 


(A.) Gi Me, Tai 
bilden die von Null verschiedenen Glieder eine einzige wununterbrochene 
Sequenz, die entweder lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolgen aufweist. 
Es ist also zu zeigen: sind «, und «,,, von Null verschieden, so 
verschwindet auch keine der dazwischenliegenden Zahlen; ferner ist 
(4.) sien @,_, = Sign «,,,. PH, At) 
Es sei nämlich 


*) Laquerre, (Euvres, Bd. I. S. 31—35 und S. 199 —206. 








5 
a 
% 
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tat r+ ta, At 0 
eine beliebige Gleichung mit lauter reellen Wurzeln, wobei «a, und a,,, 
von Null verschieden sind. Nach Voraussetzung hat dann auch die 
Gleichung 


+1 ı 
-- 


1,4, + ,,,7@%,11% + ru i | 
keine imaginäre Wurzel. Hieraus folgt, daß nicht zwei aufeinanderfolgende 
Glieder der Folge 
> Oyyır -r- Agua ya 
verschwinden können (vgl. A., Hılissatz 1). 
Aber auch der Fall, daß nur ein Glied «, dieser Folge Null ıst, 


ist auszuschließen. Denn wäre «,=0, so müßten «,_, und «,,, beide 


von Null verschieden sein; ferner müßte, wie durch Betrachtung der 
Gleichungen 

et _- er, et 2 rat 0 
hervorgeht, jede der beiden Gleichungen 

(5.) Ga — 0 = 0 
und 

ot, =a,,ı +2,02 + u,,,0°=0 
reelle Wurzeln haben. Dies ist aber nicht möglich. 

Da ferner (5.), was auch «, sei, reelle Wurzeln haben muß, so 
ergibt sich zugleich die Richtigkeit der Gleichung (4.). 

Noch einfacher beweist man: 

II. Sind in einer Faktorenfolge zweiter Art zwei nebeneinander- 
stehende (Glieder gleich Null, so verschwinden entweder alle vorhergehenden 
oder alle folgenden Glieder. Ist ferner ein Glied der Folge Null und sind 
die beiden angrenzenden Glieder von Null verschieden, so müssen sie ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. 

Ferner gilt die Regel: 


III. In jeder Faktorenfolge erster oder zweiter Art 
Yo» Yı: Y2> **- Js ++» 
ıst 
nr Yin 9 
Beachtet man nämlich, daß die Gleichung 


*) Hieraus geht z. B. hervor, daß die in der Einleitung erwähnte Folge (2.) 
für |9] >21 keine Faktorenfolge ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 13 
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et ı20 Lot! 0 
nur reelle Wurzeln von gleichem Vorzeichen hat, so ergibt sich, daß auch 


die Gleichung 


ya'+2y,0 + y,0t'=0 . 
reelle Wurzeln besitzt, und hieraus folgt die Behauptung. 
Sind 
(A.) A 
(B.) UT. 9m. ER ARRPENE 
zwei Zahlenfolgen, so heiße 


BR Br. 
die aus (A.) und (B.) komponierte Zahlenfolge. Es besteht dann die Regel: 
IV. Aus zwei Faktorenfolgen erster Art entsteht durch Komposition 
eine Faktorenfolge erster Art. Eine Faktorenfolge erster Art gibt, mit einer 
Faktorenfolge zweiter Art komponiert, eine Faktorenfolge der zweiten Art. 
Der erste Teil dieses Satzes ist unmittelbar evident. — Ist ferner 
(A.) eine Faktorenfolge erster Art, (B.) eine solche zweiter Art und 
b,+b,c+b,0+...+b,2”= 0 
eine Gleichung mit lauter reellen Wurzeln von gleichem Vorzeichen, so 
besitzt die Gleichung 
ot st + + a,b," = 
nur reelle Wurzeln, die nach Satz I von gleichem Vorzeichen sind. Daher 


besitzt die Gleichung 


Brit Pııdir + Aalgbsrt + + PntmOmt”— 0 
keine imaginäre Wurzel. | 
V. Is 
ei 


eine Faktorenfolge erster oder zweier Art, so ıst für jedes v 
Yrs Yvtıs Yr+2 3 °°* 
wieder eine Faktorenfolge derselben Art. 
Ist nämlıch 


GGF t et. + 0„r” = 0 


eine Gleichung mit nur reellen Wurzeln, bzw. mit lauter reellen Wurzeln 
von gleichem Vorzeichen, so besitzt die Gleichung 

tat tr. tt 0 
dieselbe Eigenschaft. Daher hat 
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yo. + Ya +4 Yon” 0 
oder, was dasselbe ist, 
7,% r ri C,% 2 ... Sr =V 
in beiden Fällen keine imaginären Wurzeln. Hieraus geht die Richtigkeit 
der Behauptung hervor. 
VI. Sind 


Mr mr Ay nr — D ) 
‘ (n == 1,2,3,... 
ÄÜ nd > Ü nl >» /n2» ei Zube u. ) 


unendlich viele Faktorenfolgen erster (bzw. zweiter) Art und existiert für jedes v 


lim y„, = 


n=& 


vr» 
so bilden die Zahlen 
Wen 
ebenfulls eine Faktorenfolge erster (bzw. zweiter) Art. 
Dies ergibt sich sehr leicht aus A., Hilfssatz III. 


S?2. Uber zwei Klassen von ganzen Funktionen mit reellen Koeffizienten. 
Unter einer ganzen Funktion vom Typus I verstehen wir eine ganze 


rationale oder eine ganze transzendente Funktion 


P(z)= + 7 RE" FEDER 


IN 
mit lauter reellen Wurzeln von gleichem Vorzeichen, für die entweder # (x) 
oder ?(— x) eine Produktzerlegung der Form 


Y n 


(I.) Pix) 2 - u (1 tr 
besitzt. Hierbei soll 


sein. 
Ebenso soll eine ganze (rationale oder transzendente) Funktion 

{ Pı | Pa 2 
P(x)=M+ rate 

als eine Funktion vom Typus Il bezeichnet werden, wenn die Nullstellen 

der Funktion sämtlich reell sind und ihre Produktzerlegung von der Form 
Pr _- 2219 E if) DD 

(1I.) (x) = “ get il + d,z)e* (5,0) 


=] 
ist. Unter d,d,.d,.... sind hierbei reelle Zahlen*), unter ; eine nicht 


negative reelle Zahl zu verstehen. 


*) Sie brauchen nicht von demselben Vorzeichen zu sein. 











I4 Polya und .J.Schur, über Faktorenfolgen bei algebraischen Gleichungen. 


Offenbar ist eine Funktion vom Typus I zugleich auch vom Typus Il. 

Diese beiden Funktionenklassen lassen sich durch die folgenden be- 
merkenswerten Sätze I und II charakterisieren: 

I. Eine Potenzreihe 


P(a)=0+-,2+ Pte 


mit reellen Koeffizienten stellt dann und nur dann eine ganze Funktion vom 
Typus I dar, wenn sich eine Folge von Polynomen 


On On _2 
P,(x) = 0,0 + Ir s+ 91 7 A (n=1,2,3,...) 


mit lauter reellen Nullstellen von gleichem Vorzeichen angeben läßt, 
die ın einem Kreise x <o gleichmäßig gegen P(x) konvergiert. 

Bei dem Beweise dieses Satzes kann ohne Beschränkung der Allge- 
meinheit vorausgesetzt werden, daß die Nullstellen der Polynome &,(x) 
(bzw. der Funktion ?(x)) sämtlich < 0 und die Koeffizienten «,, (bzw. «,) 
sämtlich > 0 sind. 

Wir nehmen nun an, die Polynome $,(z) konvergieren für |x <o 


gleichmäßig gegen P(x). Dann ist bekanntlich 


lım a,,= 0 


n=@ 


w (v=0,1,2,3,...) 


Wählt man eine beliebige positive ganze Zahl m und beachtet man, 
daß die Wurzeln der Gleichung 


(1+2)”= &(„)" = (0 


reell und negativ sind, so erkennt man auf Grund des in A. bewiesenen 
Kompositionssatzes, daß die Gleichung 

u Onu (M 

(6.) ze ul (= 0 

nur reelle Wurzeln hat, und zwar sind wegen der über die Polynome 
$b,(x) gemachten Voraussetzung die nicht verschwindenden unter ihnen 
negativ. Läßt man in (6.) n über alle Grenzen wachsen, so erhält man 
die Gleichung 





*) Wir bemerken hier ausdrücklich, daß die Funktion, die identisch gleich 
Null ist, sowohl zum Typus I als auch zum Typus II gerechnet wird, obgleich sie in 
den Formeln (l.) und (II.) nicht enthalten ist; vergl. die Fußnote auf S. 89, 


URN 
SON PL NER > 


yon RT EI NV? , > 22 SEE 





are ach Hr 
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F,„(@)= + (1 )a2+ (Z)@2® ++ @a"=0, 


deren Wurzeln ebenfalls reell und < 0 sind. 

Sind nun alle Zahlen «,, &,,%,... gleich Null, so ist P(z) gewiß 
eine Funktion vom Typus I. Im andern Falle sei «, der erste nicht ver- 
schwindende Koeffizient der Reihe P(z). Ist m>tr, so sei 


wo die y,„, reelle nicht negative Ma bedeuten. Dann wird 


m Mm „- an . 
(7.) [7 ni =( Je 2 - v4 nu 
m m—r 
= ( )e, FE Ya: 
r u=1 
Nach dem Satz über das arithmetische und das geometrische Mittel 
ergibt sich 


und 


m—r 


@ 64: er+1 | 


Hy \m-n(” Ya.) 
oder, was dasselbe ist, 


_ (m a We 
(8.) &,. <( )«,( da ) j 
r (r si l)e; 
Daher ist 
Am _ 1 7 dr E... 
m! — (m—r)! r!\(r+1)e, 
Hieraus folgt ohne weiteres, daß die Reihe P(z) beständig kon- 
vergent ist. Auf Grund der Hadamardschen Theorie ergibt sich zugleich, 


daß &(x) höchstens vom Geschlechte 1 ist. 
Nun konvergieren, wie man leicht erkennt, die Polynome 


Fl) at at nl er Jan) 
-(1-,)-Qa- alte) 


in jedem endlichen Gebiet BER gegen $(z). Hieraus folgt zunächst, 
daß die Nullstellen 
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der Funktion P(x) (falls solche überhaupt vorhanden sind) sämtlich reell 


sind und das den Größen — gemeinsame negative Vorzeichen besitzen. 
Ymu 
Die Gleichung (7.) lautet anders geschrieben 
end Ymu Bi m—rT a, 
var M m (r+1)a, 


6) 


Hieraus ergibt sich leicht, daß $y, konvergiert und dab 
1 


= Or+1 
k Yy'ırr 
(9) ru (r+ 1), 


ist. Daher kann gewiß geschlossen werden, daß 


a a (; u 
d(z2)= — #7 + —_ at! 2... = Ze r+y,2 
(2) Ze (+1)! T r! ELR 7) 
ist, und da hieraus 
Arı1 a Ar (z- x y,) 
(r +1)! sw br u 


folgt, so ist wegen (9.) die Zahl y nicht negatıv. 
Daß umgekehrt zu jeder Funktion (x) vom Typus I (mit nicht- 
positiven Nullstellen) eine Polynomfolge der verlangten Art angegeben 
werden kann, ist sehr leicht zu sehen. Ist nämlich 


P (x) = un x” ei” nA +7,2) (9Y%>0) 


r! 
eıne solche Funktion, so setze man etwa 
(2) = - (1 en nn (1+7,2). 

Diese Ausdrücke liefern eine Folge von Polynomen mit lauter 
reellen, nicht positiven Nullstellen, die in jedem endlichen Bereich gleich- 
mäßig gegen P(x) konvergiert. 

II. Eine Potenzreihe 





ID ) P 2 
e)=M+ 1! e- 5 2... 
mit reellen Koeffizienten stellt dann und nur dann eine ganze Funktion 
vom zweiten Typus dar, wenn sich eine Folge von Polynomen Ä 
£ 
o > vn n 
Flo) Amt Mat ar. | 


mit lauter reellen Nullstellen angeben läßt, die in einem Kreises x <o 
gleichmäßrg gegen P(x) konvergiert. 
Konvergieren nämlich die Polynome #,(z) für |x2 <o gleichmäßig 
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gegen (x), so schließt man ganz ebenso wie beim Satze I unter Be- 
nutzung des Kompositionssatzes, daß die Gleichungen 


G„2)=Po+ (T)Rı® [4 (5) Bea ++. + Bu" = 0 


für jedes m lauter reelle Wurzeln besitzen, die in diesem Falle aber nicht 
notwendigerweise von gle‘ .em Vorzeichen zu sein brauchen. Ist /, der 
erste nicht verschwindende Koeffizient der Reihe #(z), so sei m >r+ 1 und 


/ ee Mm 2 \ 
(7„(8) ee (7A Il (1 | Out). 
u=]1 
Dann ist 
2 9 m—r 
m ” ofMm m 22 M\ 2 ‚m 
7) Pr Kr 2 )Prhrre= (7) Pr 2 Van 
und 


m—r 
re Zi > 
Pu (7)Pr Hd M 
Hieraus folgt durch Anwendung des Satzes von dem arithmetischen 
und dem geometrischen Mittel auf die Zahlen J? 


m; daß 


ER TENRG 
TR | (m — a”) 8; | 


oder, einfacher geschrieben, 


aa _ (m S 32 m — Pr) Pr+ı 2 (m—r 1) 8,+2|”" 7 
‚m IT [Pr I 9 
r | (r+1)# r+V)(r+D#, | 
wird. Daher ıst 
ur, 


wo c eine passend gewählte Konstante ist (die nur von r, 
abhängt). Es ist also 


3, Bar B 
I’r» [Pr+13 [Pr+2 


Bm s 9 
(10.) Anl _ m? 3 


und dies setzt in Evidenz, daß die Reihe #(z) beständig konvergiert; 
auf Grund der Hadamardschen Theorie ergibt sich zugleich, daß %(r) 
höchstens vom Geschlechte 2 ist. 

Beachtet man nun, daß #,(z) #,(— x), als ganze rationale Funk- 
tion von z° betrachtet, lauter reelle nicht negative Wurzeln besitzt*) und 


*) Ihre Wurzeln sind nämlich die Quadrate der Wurzeln von ®, (r). 
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daß die Polynome %#,(x) #,(—x) im Kreise |x? < og” gleichmäßig gegen 
P(x) P(— x) konvergieren, so ergibt sich nach Satz I, daß 7(z) ?(— x), 
als Funktion von &* betrachtet, eine ganze Funktion vom ersten Typus 
mit lauter reellen nicht negativen Nullstellen ist. 

Hieraus folgt erstens, daß die Nullstellen von %(z) reell sind, 
zweitens, daß die Summe der Quadrate der reziproken Nullstellen konver- 
gent ist, und endlich auch, daß in der folglich zulässigen Produktent- 
wicklung 


(11.) (x) 2a er qre ya? +0 1 (1 + Ö x) ev 


vol 


die Zahl y nicht negativ ist. Es ist nämlich 
(1a) #2) Mare na). 


Ist umgekehrt #(z) eine ganze Funktion, die eine solche Darstellung 
(von der Form (11.)) zuläßt, so setze man 


"I —- I —d,=d, 


und bestimme die positive ganze Zahl m, etwa derart, daß für 2 <n 


| d Mr My 
| 1+— ) 
an ( My 1 
dt F N 
e 


wird. Bedeutet dann 7,(x) das Polynom 


r,9)=&rlı- (+ 


d,2\"n pr (1-+ de), 
=1 


My x 


dessen Nullstellen offenbar reell sind, so ist, wie man leicht erkennt, in 
jedem endlichen Bereich gleichmäßig 


n=® 


Hiermit ist der Satz II vollständig bewiesen. 

Daß eine Folge von Polynomen mit lauter reellen Nullstellen von 
gleichem Vorzeichen, die in jedem endlichen Bereich gleichmäßig konver- 
gent ist, stets eine ganze Funktion vom ersten Typus darstellt, hat be- 
reits Laguerre*) bewiesen. Er hat auch den analogen Satz für Polynome 
mit nur reellen Nullstellen ohne Beweis ausgesprochen. Daß in beiden 
Fällen bereits die gleichmäßige Konvergenz in einem noch so kleinen 


*, (Euvres, Bd. I, S. 174—177. 
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Kreise |2)<<o hinreichend ist, hat zuerst Poölya*) gezeigt. Der hier 
angegebene Beweis, der sich in erster Linie auf den Kompositionssatz 
stützt, scheint uns wegen seines algebraischen Charakters von Interesse 
zu sein. 

Um eine unmittelbare Anwendung dieser Resultate zu geben, er- 
wähnen wir folgendes. Es sei 

ac u 

@,, GA *** 


eine unendliche symmetrische Matrix mit reellen Elementen. Man setze 


11—a,% — d,T ..u — (4,,% 
| 
—( Ao% AonT 
d,(2) = | a1 2 . r 
p . Bm EI are a Ei ri 
| —4u%T — (4,9% ++ 1 — a,.% 


Existiertt dann in einem noch so kleinen Kreise z <o gleich- 
mäßig lim 4, (2) = 4(z), so ist 


n=o& 


1 — a2 — (4,oT nn 


eine ganze Funktion vom Typus Il. 
Der Vollständigkeit wegen fügen wir noch folgende Bemerkung 
hinzu: 


Sınd 
Da) ur ar er. 
Polynome, deren Nullstellen oberhalb oder auf der reellen Achse gelegen sind, 


und ist ın einem noch so kleinen Kreise x <o gleichmäßig 


im Q,(2) = Aa) y+ lat Bar... 


n=o 


so ıst (2(x) eine ganze Funktion höchstens vom Geschlechte 2. 


*) Über Annäherung durch Polynome mit lauter reellen Wurzeln, Rend. del 
Cire. mat. di Palermo, t. 36 (1913), S. 279. — Weitergehende Sätze findet man in der 
Arbeit: E. Lindwart und @. Polya, Über einen Zusammenhang zwischen der Konver- 
genz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer Wurzeln, Rend. del Circ. mat. di 
Palermo, t. 37 (1914). 


Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 14 
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Denn ist 
Yrz Ya t Wan: y=y+tiy, 
(Yr»Y>Yr,Y, reell) und setzt man 


' 
2. Yar x 
a)=- "tr, Mr "Fr, 


| 


v=0 vv, v=0 v! 
O4) © % (2) 4 y v 
2 (2) a = y! 2, 2 (x) _. <= St Tc , 
y= . ya . 


so wird für |) <<e gleichmäßig 
lim 2 (x) = 29 (x), lim 29° (2)= 29 (z). 


n= Rn n=& 


Nun sind aber nach einem bekannten, von Biehler herrührenden 
Satze*) die Nullstellen der Polynome 2(z) und 2(z), infolge der über 
(2,(2) gemachten Voraussetzung, sämtlich reell. Nach der beim Beweis 
des Satzes II gefundenen Ungleichung (10.) gibt es zwei positive Kon- 
stanten c’ und c”, so daß 


m m 
Iyml _ m? m Iyml _ m? um 
m! = mic de 


Hieraus folgt aber die oben ausgesprochene Behauptung über die 
Funktion 2(z)**). 


$ 3. Algebraische Kriterien für Faktorenfolgen. 
I. Eine Folge reeller Zahlen 
(A.) Gy, Op; Ups oo. 
ist dann und nur dann eine Faktorenfolge erster Art, wenn alle Gleichungen 
(11.) Go + (7) 0,2 +(H)a2+ +4 0a,20"=0 (n=1,2,8,...) 


lauter reelle Wurzeln von gleichem Vorzeichen besitzen. 
Ist nämlich (A.) eine Faktorenfolge erster Art, so ergibt sich aus 
der Tatsache, daß die Wurzeln der Gleichung 


EIHEEOL ser | 


alle reell sind, unmittelbar auf Grund der Definition der Faktorenfolgen 
erster Art, daß auch die Gleichung (11.) lauter reelle Wurzeln besitzt. 








*) Vgl. Netto, Vorlesungen über Algebra, Bd. I, S. 236—237. 
**, Vgl. Lindwart und Pölya, a. a. 0. 
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Aus dem Satz I des $ 1 ergibt sich ferner, daß diese Wurzeln alle von 
demselben Vorzeichen sind. 
Weiß man umgekehrt, daß jede der Gleichungen (11.) lauter reelle 
Wurzeln von demselben Vorzeichen besitzt, so sei 
ot ac +a,2°+:.++a,2”=0 
eine beliebige Gleichung ohne imaginäre Wurzeln. Aus dem Kompositions- 
satz ergibt sich, daß für‘jedes » auch die Gleichung 


Ayo + 1!a0, (7 )a+ ++ M! Ay m, )a”= 0 


keine imaginäre Wurzel hat. Ersetzt man x durch —, so erhält man die 


Gleichung 


1 
EEE Zu a, a, (1— „)®+ ... 


+0„a„(1— (1 (1 er “—)ge nn: 


deren Wurzeln offenbar ebenfalls sämtlich reell sind. Da dies für jedes n 
gilt, so ergibt sich durch Grenzübergang, daß auch die Gleichung 
Gt HEFT RU Ht +a,a, "= 0 


nur reelle Wurzeln hat. — Hiermit ist der Satz I vollständig bewiesen. 
II. Eine Folge reeller Zahlen 
(B.) RR, A A 
ist dann und nur dann eine Faktorenfolge zweiter Art, wenn alle Gleichungen 
12)  BtlT)Aatlz)Ret 4-0 wenn 


lauter reelle Wurzeln haben. 

Daß diese Bedingung notwendig erfüllt sein muß, ist hier unmittelbar 
klar. Sie ıst aber auch hinreichend. Denn es sei 

b,+b,ce+b,” +. +0. 2"=0 

eine Gleichung mit lauter reellen Wurzeln von gleichem Vorzeichen. Durch 
Komposition dieser Gleichung mit der Gleichung (12.), die nach Voraus- 
setzung lauter reelle Wurzeln haben soll, ergibt sich wieder nach dem 
eben benutzten Kompositionssatz, daß auch die Gleichung 


Bobo + 1!(7) Abız+ 2! (2) Pb, + + m!) Du 6m "= 0 a2... 


lauter reelle Wurzeln hat, und nun schließt man genau ebenso wie vorher 


daß auch die Gleichung 
14* 
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dt Pıbı + Pb,” + + P, 0.0" = 0 

keine imaginäre Wurzel besitzt. 

III. Eine Faktorenfolge zweiter Art 

Po, Pı, Bas... 

st dann und nur dann zugleich auch eine Faktorenfolge erster Art, wenn 
die von Null verschiedenen Glieder der Folge eine ununterbrochene Sequenz 
mit lauter Zeichenfolgen oder lauter Zeichenwechseln bilden. 

Denn dann und nur dann, wenn diese Bedingung erfüllt ist, sind 
die sämtlich reellen Wurzeln der Gleichungen (12.) von gleichem Vorzeichen. 

Die Überlegung, die zu den Sätzen I und II führt, gestattet noch 
eine interessante Eigenschaft der Faktorenfolgen zweiter Art abzuleiten. 

IV. Es mögen die Zahlen 

Bo» Bus Ber. 
eine Faktorenfolge zweiter Art bilden. Sind dann die Zuhlen 
Ph; Pırı; Pır2: m. Pırm 
von Null verschieden und entweder sämtlich von demselben Vorzeichen oder 
abwechselnd positiv und negativ, so besitzt stets, wenn 
++ ,2° +. +a,2”=0 
eine beliebige Gleichung mit lauter reellen Wurzeln ist, auch die Gleichung 
Pat Prı CH Pre 04 +++ Prrm Am &" = 0 

keine imaginäre Wurzel. 

Auf Grund des Satzes V des $ 1 bilden nämlich die unendlich 
vielen Zahlen 

Pu Pıyı» Pıras ++» 

eine Faktoreniolge zweiter Art. Daher besitzt jede der Gleichungen 


B+ (Br + ($)Bur22°+ + Burma" 0 
lauter reelle Wurzeln. Folglich sind (vergl. A. Satz I’.) die Wurzeln der 
Gleichungen 


P,ao + (Anz + ...+ m! (m) Bırm 0.0” =) 


sämtlich reell. Ersetzt man & durch - und läßt n über alle Grenzen 


wachsen, so erhält man den Satz IV. — 

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu, die dazu dienen soll, den 
Begriff der unendlichen Faktorenfolgen und zugleich den fortwährend be- 
nutzten Kompositionssatz von einer neuen Seite zu beleuchten. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, alle unendlichen Zahlenfolgen 
(13.) Yo Ya Iron 
zu bestimmen, die folgende Eigenschaft haben: Besitzen die beiden 
Gleichungen 
)=- Wa +, +. +a,, "=, 
yıa)=b, +b,2 +b,20” +... +b,0"=0 
nur reelle Wurzeln und sind die der zweiten Gleichung von gleichem Vor- 
zeichen, so soll, wenn % die kleinere der beiden Zahlen m und n bedeutet, 
die Gleichung 
14) Yubtryabatnabite type) 
keine imaginäre Wurzel haben. 
Die Lösung lautet: die Folge (13.) hat dann und nur dann die ver- 
langte Eigenschaft, wenn die Zahlen 


Ar Yı Ya Y» 
(15.) en re es 


eine Faktorenfolge erster Art buiden. 

Ist nämlich (15.) eine Faktorenfolge erster Art, so besitzt nach 
dem Kompositionssatz die Gleichung 

ab, +l!ab,c+ + +kla,b, = 0 
und folglich auch die Gleichung 
Yndo + „ta bıc+ + 2 k!a,b,2’= 0 

lauter reelle Wurzeln. 

Weiß man umgekehrt, daß die Folge (13.) die verlangte Eigen- 
schaft hat, so wähle man f(x) beliebig und 9(2)= (1 -}- -). Dann geht 
die Gleichung (14.), deren Wurzeln reell sein sollen, für n > m über in 


m 


n\ % n 
Y%btyı ı (1) n Free Hm Am kei nm 0. 
Läßt man n über alle Grenzen wachsen, so erhält man die Gleichung 


Ya 
2! 


Da diese Gleichung demnach zugleich mit f(x) =0 lauter reelle Wurzeln 


2 Y 
(9% + +. + 2 a0" = 0 


hat, wie auch f(x) = 0 sonst gewählt sei, so bilden die Zahlen (15.) eine 
Faktorenfolge erster Art. 
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Dieses Resultat kann auch so aufgefaßt werden: Die sämtlichen 
„Faktorenfolgen‘“ für die spezielle Klasse von Gleichungen 
bt ab, +6,12? +... +a,b,a* 
mit nur reellen Wurzeln, auf die sich der Malosche Satz bezieht, werden 
erhalten, indem man sämtliche Faktorenfolgen erster Art mit der Folge 
BI,11, 21:2. lic 


komponiert. 


$4. Transzendente Kriterien für Faktorenfolgen. 
I. Eine Folge reeller Zahlen 


(A.) Op; &y 5 Ups oo. 


ıst dann und nur dann eine Faktorenfolge erster Art, wenn die Potenzreihe 
@; 


0 Bis 
RN. 


beständig konvergiert und eine ganze Funktion vom ersten Typus darstellt*). 
Bilden nämlich die Zahlen (A.) eine Faktorenfolge erster Art, so 
haben die Gleichungen (11.) lauter reelle Wurzeln von gleichem Vorzeichen. 


Hieraus folgt aber, wie beim Beweise des Satzes I des $2 (vergl. die 


Formeln (7.), (8.), (9.)) gezeigt worden ist, daß die Reihe #(x) beständig 
konvergiert und eine ganze Funktion vom Typus I ist. 

Ist umgekehrt P(x) eine ganze Funktion vom ersten Typus, so 
läßt sich nach dem eben erwähnten Satze eine Folge von Polynomen 


DB) = amt, 0+ 


angeben, deren Wurzeln reell und von gleichem Vorzeichen sind, so daß 


a 2 + ... (n=1,2,3,...) 


in jedem endlichen Bereich gleichmäßig 
lm $,(2)= $(x) 


und folglich 


(16.) lim a, = 6, (=0,1,2,3,...) 
n=n 


wird. 


*) Die Reihe $(x) haben bei speziellen Faktorenfolgen bereits Laguerre 
((Euvres, t. I, p. 177 und p. 202—204) und Hurwitz, Über die Wurzeln einiger trans- 
zendenter Gleichungen (Hamb. Mitt. II, 1890, S. 25) behandelt und festgestellt, daß 
in diesen Fällen die Reihe eine ganze Funktion vom Typus I darstellt. Vergl. auch 
Jensen, Recherches sur la th&orie des @quations, Acta Math. Bd. 36, 1912 —13, 
S. 181— 19. 





BE SE 
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Bedeutet nun 
taz +02 + ..++a,0”—=0 
eine beliebige Gleichung mit nur reellen Wurzeln, so ergibt sich aus dem 
Kompositionssatz, daß auch die Gleichungen 
ol t ACH Applet + ++ Am.” 0 (n=1,2,8,...) 
keine imaginäre Wurzel haben. Also sind wegen (16.) die Wurzeln der 
Gleichung 
4, + 9,4CH+ %A0°+ +++ a,a,2” = 0 

sämtlich reell. 

II. Eine Folge reeller Zahlen 

Pu Bu Pe --- 

ıst dann und nur dann eine Faktorenfolge zweiter Art, wenn die Reihe 


Fa)= + fi 


beständig konvergent ist und eine ganze Funktion vom zweiten Typus darstellt. 


c-+ + ... 


Der Beweis läßt sich ganz ebenso führen, wie bei dem eben be- 
handelten Satze 1. 


$ 5. Beispiele. 

Auf Grund der Sätze I und II des vorhergehenden $ 4 werden 
wir einige spezielle bemerkenswerte Faktorenfolgen ableiten. 

1. Da für jedes positive ganze r 
„ern ar 04 ar 

1! (r+1)! 2 (r+9!)! 
eine ganze Funktion vom ersten Typus ist, so bilden die Zahlen 
(r+D! (r+2)! 
BL -* Fre 

eine Faktorenfolge erster Art. Dies besagt nur, daß die r-te Derivierte 
eines Polynoms mit nur reellen Nullstellen dieselbe Eigenschaft besitzt. 

2. Die Funktion 


ar 
2e= pl 
r! 


+. 


0, 0, ...0, r}, 


mi tb - nt 
ist vom Typus II, daher bilden die Zahlen 
a ee 


eine Faktorenfolge zweiter Art. 
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3. Sind A und 9 zwei reelle Zahlen, so ist, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, 
F (x) = &°“®? cos (A+ x sin 9) = 3. cos (A-+v9) E 


v_0 v 
Da die linksstehende Funktion F(z) vom zweiten Typus ist, so 
bilden die Zahlen (3.) eine Faktorenfolge zweiter Art*). Besonders 
interessant sind die speziellen Fälle F(x)=cosx und F(x) = sin z, welche 
auf die merkwürdigen Faktorenfolgen zweiter Art 
BE RE ma ©, 9 Wo, AB 
1, 0,-101 9... 
führen. 
Ist 
At Qc + a2” + +. + a,” = 0 
eine Gleichung mit lauter reellen Wurzeln (sie brauchen nicht von dem- 
selben Vorzeichen zu sein), und fallen die m+1 Zahlen 
, +9, +29, ..ı+mI 


7T 


en 2): so folgt aus dem Satz IV des $ 3, 


alle ın das Intervall (— 


daß die Gleichung 
A, C08 A+ a, COS (A+ I)z + +++ a, 08 (A + MI)" — 0 
keine imaginäre Wurzel hat. 
4. Da das Produkt zweier Funktionen vom ersten (bzw. zweiten) 
Typus wieder eine Funktion von demselben Typus ist, so ergibt sich 
die Regel: 
Send 
Te 1 Je Hr ne 
RT WEL ER 
zwei Faktorenfolgen erster (bzw. zweiter) Art, so bilden auch die Zahlen 


vn +lMnr-t+@)rr-t ty monas. 


eine Faktorenfolge derselben Art. 
5. Gegeben seien m reelle Zahlen 


Yır Yar +++ Ym 


*, Vgl. Einleitung. Lagwerre ((Kuvres, t. I, p. 204—205) folgert dies aus dem 
Biehlerschen Satz. 
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Man bilde, wenn g(x) ein Polynom beliebigen Grades ist, die Gleichung 


2g (® 2? (x am gem) (7 
G(@)=g(e) + yı n +7 5; het ya — '=0 


Soll diese Gleichung für jedes Polynom g(x), dessen Nullstellen 


sämtlich reell sind, keine imaginäre Wurzel haben, so lautet die not- 
wendige und hinreichende Bedingung: es muß die Gleichung 


(17.) IH la+Bar.. 4 r=0 


m! 
lauter reelle negative Wurzeln haben. 
Verlangt man aber lediglich, daß die Gleichung 
G (x) = 0 


für jedes Polynom g(x), dessen Nullstellen sämtlich reell und von gleichem 
Vorzeichen sind, keine imaginäre Wurzel haben soll, so lautet die not- 
wendige und hinreichende Bedingung: es muß die Gleichung (17.) lauter 
reelle Wurzeln haben*). 
Setzt man nämlich 
gya)=w+aztar°+ + a,r”, 
so wird 
G(2) = ul + Et: + 0,a,2”; 
hierbei ist 
+ 
zu setzen. 
Wir haben also nur zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
die Zahlen «, eine Faktorenfolge erster bzw. zweiter Art bilden, oder 
was dasselbe ist, unter welchen Bedingungen 


2x) = 3 = 2’ 


0 
eine ganze Funktion vom ersten bzw. vom zweiten Typus ist. Beachtet 


man nun, daß 


ist, so erkennt man die Richtigkeit der beiden oben aufgestellten Be- 
hauptungen. 


*) Aus dem folgenden Beweise geht hervor, daß analoge Regeln auch dann 
gelten, wenn an Stelle der endlich vielen Zahlen y,. ya, --. 7m unendlich viele in Be- 
tracht gezogen werden. 
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Setzt man z. BB m=2 und wählt für 
+ here 
nacheinander die drei Funktionen 
(L+ 2), l-ax+tar (a>A), (1— x), 
so erkennt man, daß die Zahlen 
1+v+»%, l+tar” (a>4) @=0,1,2,8,...) 
Faktorenfolgen erster Art und die Zahlen 
1—3v+»° (v=0,1,2,3,..) 


eine Faktorenfolge zweiter Art bilden. Schon diese Beispiele scheinen neu 
zu sein. 


S 6. Anwendungen auf ganze transzendente Funktioneu vom Geschlechte 0 und 1. 


Die Resultate der $$ 2 und 4 zeigen, daß man die ganzen Funk- 
tionen, die hier als Funktionen vom Typus I und II bezeichnet werden, 
auf drei verschiedene Arten charakterisieren kann. Zunächst sind sie 
durch die Gestalt ihrer Produktentwicklung gekennzeichnet (vgl. $ 2, 
Formeln (I.) und (Il.)). Zweitens besagen die Resultate des $ 2, daß 
sie die einzigen analytischen Funktionen sind, die durch Polynome mit 
lauter reellen Nullstellen von gleichem, bzw. von beliebigem Vorzeichen 
approximiert werden können. Und endlich sind sie dadurch bestimmt, 
daß die Werte ıhrer sukzessiven Ableitungen an der Stelle x=0 alle 
unendlichen Faktorenfolgen erster bzw. zweiter Art liefern. 

Die zuletztgenannte Beziehung der Funktionen vom Typus I und 
II zu den algebraischen Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln liefert 
eine eigentümliche Methode zum Studium dieser Funktionen, die im fol- 
genden zum Beweise einiger Sätze benutzt werden soll. Da unsere Funk- 
tionen vom Typus II alle ganzen Funktionen vom Geschlecht Null und 
Eins, deren Koeffizienten und Nullstellen reell sind, umfassen, so werden 
wir im folgenden einige bekannte Sätze über Funktionen vom Geschlecht 
0 und 1 wiederfinden. 


I. Ist 
) Yı Ya _2 
2(2)=y+ 11 + at 


eine ganze Funktion vom ersten (bzw. zweiten) Typus, so ist ihre Ableitung 





EEE En. 


TE ZT 


I "EEE Be 





Yomunenupe 


EEE eu 








Polya und J. Schur, über Faktorenfolgen bei algebraischen Gleichungen. 109 


Y3 


2’(2)=yı 1 Y2 c-+ 9 + o.. 


1! 
von demselben Typus*). 
Dies folgt unmittelbar aus dem Satz V des $ 1, der besagt, daß 
zugleich mit 


As Ars As 
m /1ıyjZzr + 


auch die Zahlen 


71 Y2 73 a 
eine Faktorenfolge erster bzw. zweiter Art bilden. 


Setzt man 


de ® "U (yo : 
dar a — l) U, (z)e ’ 


so wird U,„(z) das sog. Hermitesche Polynom 


U„(x) = ı" — (5)1e” + (7)1 Zt. 


x 


Da nun e * eine Funktion vom Typus II ist, so ergibt sich auf Grund 
unseres Satzes die bekannte Tatsache, daß die Gleichung U,(x) =0 lauter 
reelle Wurzeln besitzt. 

Eine andere Folgerung allgemeinerer Art sei noch erwähnt: Ist 


P(z) = 0o,e orte 7 (1+ Ö,x) e er 


y=1 


eine Funktion vom zweiten Typus, so ist nach dem eben bewiesenen 


Satz I 
P (2) = ae” g(1+NR)e”” 


vl 
eine Funktion von demselben Typus. Wir behaupten nun, daß y’ >y ıst. 
Es seien nämlich w,(z), w,(x),... Polynome mit lauter reellen Wurzeln, 
die für |2|<{o gleichmäßig gegen die ganze Funktion vom zweiten Typus 
e” P(x) konvergieren. Es ist also 


n==» 


Hieraus folgt für 2 <oe 
lim e®"(y, (x) — 2yzy,(2))= 7’(e). 


n=x» 


Die Polynome w, — 2yzy, haben aber lauter reelle Nullstellen, da auch 
e”’”y,(z) als Funktion vom Typus II aufzufassen ist. Daher ist nach 


dem Satz II des $2 


*) Vgl. Borel, Lecons sur les fonetions entieres, p. 32. 
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lim (y, — 2yayı,) = E77" Bla), 
wo 7,(xz) eine Funktion vom Geschlecht Eins ist und y” eine nicht 
negative reelle Konstante bedeutet. Es wird also y=y+y”>y. 
Auf ganz ähnliche Weise kann man ein analoges Resultat für den 
Typus I ableiten. 
II. Ber jeder Funktion 


3 . ’5 
P(a)=Po+ lt a4 Pr 2ı... 


vom Typus 11 bestehen die Ungleichungen 
ß, ex P,—ı PB, +1 ee 0. 
Sind P, und P,,ı zuglech Null, so wird entweder P(x) ein Polynom, 
höchstens vom Grade v--1l, oder es ist = 0 eime Nullstelle, deren Viel- 
fachheit nicht unterhalb v + 2 bleibt *). 
Da nämlich 


Bo» Pi» Pa» »-» 


eine Faktorenfolge zweiter Art bilden, so ist dieser Satz identisch mit 
den Sätzen II und III des $1. 
III. Eine ganze Funktion zweiter Art, deren nicht verschwindende 


ka m 


Koeffizienten positiv sind, ıst eine Funktion erster Art der Form 
e*”//(1+y,2%), 
v=1 


wobei Y,Yıs Ya; ... nicht negative Zahlen sind**). 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Satz III des $ 3. 
Auf Grund dieses Satzes erkennt man z. B., daß unter den Koeffi- 


ER ER 22 7: Boca 


zienten der Entwicklung von 


1 — „ex 7 u _* 
Ta = KLICK: -)e 5 
nach Potenzen von x negative Zahlen vorkommen müssen. Diese Funktion, 





deren Nullstellen sämtlich negativ sind, ist nämlich zwar vom zweiten, 
aber nicht vom ersten Typus. 
IV. Eine Potenzreihe 


(18.) ytgrst get 


stellt dann und nur dann eine ganze Funktion vom zweiten bzw. ersten 


” nn 2 dr Ge ter de a 2 a 





Typus dar, wenn die Gleichungen 


*) Vgl. Borel, a. a. O. S. 35. 
**), Dieser Satz scheint neu zu sein. Vgl. Borel, a. a. O., p. 36. 
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(19.) na°+(F)yı2" '+(6)7.2 ’+..+7,=0 
für jedes n lauter reelle, bzw. lauter reelle Wurzeln vom gleichen Vorzeichen besitzen. 

Dieser Satz besagt nur, daß die für die Faktorenfolgen in $ 3 
angegebenen algebraischen Kriterien mit den transzendenten Kriterien des 
$ 4 äquivalent sind. 

Unter der Annahme, daß die Potenzreihe (18.) beständig konvergent 
ist und eine ganze Funktion vom Geschlecht 0 oder 1 darstellt, hat 
bereits Herr Jensen gezeigt, daß die Realität sämtlicher Wurzeln der 
Gleichungen (19.) eine notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Realität der Nullstellen der Funktion (18.) liefert *). 


Wählt man insbesondere für (18.) die Funktion e 5 ‚ so gehen die in 
(19.) linksstehenden Ausdrücke in die bereits erwähnten Hermiteschen Polynome 


U,„(z) = "—(9 + (}) 1-32 — ... 
über. So ergibt sich ein neuer Beweis für die Realität der Nullstellen 
dieser Polynome. 


V. Ist die Funktion 


eıne ganze Funktion vom ersten und 
P2 2 
Pot A Ze 
eine ganze Funktion vom zweiten Typus, so ist die Reihe 
a DEV) 2 
(20.) Po + an + ie u 


beständig konvergent, und sie stellt eine Funktion vom Typus II dar. 
Da nämlich auf Grund der Voraussetzungen 


} %y, &ı, Aa, +». 
eıne Faktorenfolge erster und 


Bo: Pr: Pas »»- 
eine Faktorenfolge zweiter Art ist, so ist nach Satz IV des $1 
iu H, Glies nen 
eine Faktorenfolge erster Art. 
Dies ist die Übertragung des hier so oft benutzten Kompositions- 
satzes auf ganze transzendente Funktionen. Der Satz läßt sich aber auch 





*), A.a.0. 5.187. Vgl. noch: Zaquerre, (Euvres, t. I, p. 33 und p. 171. 
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so auffassen: Die unendlichen Faktorenfolgen erster Art (für Polynome mit 
lauter reellen Nullstellen) besitzen die analoge Eigenschaft auch für be- 
liebige ganze Funktionen vom Typus II, und die unendlichen Faktoren- 
folgen zweiter Art (für Polynome mit lauter reellen Nullstellen von gleichem 
Vorzeichen) besitzen die analoge Eigenschaft auch für beliebige ganze 
Funktionen vom Typus 1. 


Kombiniert man die Funktion (20.) mit der der Faktorenfolge — 


(vgl. A., $3) entsprechenden Besselschen Funktion 


% a a? 
LeV-- IH gt gt sat 
so erkennt man, daß auch die Funktion 
2 aß aß, . 
Pot et gg te 


vom Typus II ıst. 
Diese Übertragung des Maloschen Satzes (vgl. A., $3) auf ganze 
transzendente Funktionen hat schon Herr Jensen a. a. O. angegeben. 
Laguerre*) hat gezeigt: Ist 7(x) eine ganze Funktion vom zweiten 
Typus mit lauter negativen Nullstellen und 2(z) eine Funktion vom 
ersten Typus, deren Produktzerlegung die Form 


Da)=eNl+ne) 14>04,>0 
y=1 ie vn 
hat, so bilden die Zahlen 
ER a0) 
‚= B0)BN)--- Bir—1) 


, eine beliebige ganze Funktion 


eine Faktorenfolge erster Art. Ist also 5 P, - 
0 


vom zweiten Typus, so ist die Potenzreihe 


I 3) 

vr! BO)BI)--Br-1) 
beständig konvergent, und sie stellt ebenfalls eine Funktion von demselben 
Typus dar. Dieses Resultat hat im wesentlichen schon Herr Jensen a. a. O. 


v 


%L 


angegeben. 

Wir beweisen zuletzt noch eine Verallgemeinerung der Sätze I und II 
des $ 2. 

VI. Komvergiert eine Folge ganzer Funktionen 


Ynı 
Da) ru + 204 


/n2 
2! 


*) (Euvres, t. I, p. 202. Vgl. jedoch Jensen, a. a. 0. S. 190. 


7 a (n=1,2,3,...) 
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vom ersten (bzw. vom zweiten) Typus in einem noch so kleinen Kreise 
|| <o gleichmäßig gegen 

A) + tar rt ..., 


so ist die Reihe (2(x) beständig konvergent, und zwar stellt sie eine ganze 
Funktion vom ersten (bzw. zweiten) Typus dar. 
Deutet man nämlich die Zahlenfolgen 


Yno» Ynı» Yn2> **- (n=1.2,3,...) 
als Faktorenfolgen, und beachtet man, daß auf Grund der gemachten Vor- 
aussetzungen 


(21.) lım Yar == Yı (v=0,1,2,3,...) 


n=n 


ist, so erweist sich der Satz als identisch mit dem elementaren Grenz- 
wertsatz VI des $ 1. 

Der Satz VI des gegenwärtigen Paragraphen läßt sich auch aus den 
Resultaten des $2 folgern mit Hilfe derselben Überlegung, die zu dem 
Satz führt, daß die derivierte Menge einer Punktmenge abgeschlossen ist. 

Der zuerst angegebene Weg, der von dem Begriff der Faktoren- 
folgen Gebrauch macht, führt jedoch unmittelbar auch zur folgenden Tat- 
sache: Weiß man nur, daß die Funktionen 42,(2) sämtlich vom Typus 1 
(bzw. II) sind, und daß für jedes v die Gleichung (21.) besteht, so stellt die 
Reihe 42(x) eine Funktion von demselben Typus dar. 

Dabei brauchen die Funktionen (2,(z) in keinem Bereich zu kon- 
vergieren. Dies tritt z. B. ein, wenn man setzt 

2,(2) = (nz)". 


In diesem Fall existieren die Grenzwerte y, sämtlich und sind 
gleich Null; 2(x) verschwindet identisch, ist also eine Funktion der 
verlangten Art; die Folge divergiert aber für jedes von Null verschie- 
dene z. 

Man kann aber zeigen, daß, wenn (2(z) nicht identisch verschwindet, 
aus den Gleichungen (21.) die gleichmäßige Konvergenz der Folge (2,(z) 


in jedem endlichen Bereich folgt *). 





*) Wir beabsichtigen, demnächst auch auf die Bedeutung der hier behandelten 
Faktorenfolgen für algebraische Gleichungen mit imaginären Wurzeln näher einzugehen. 
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Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen 
Nullstellen. 


Von Herrn .J. Grommer in Göttingen. 





Einleitung. 

Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildeten diejenigen Fragen, deren 
Beantwortung in den letzten Paragraphen (15—17) auf Grund der gesamten 
vorangehenden Entwicklungen gelingt, und die eine Übertragung der be- 
kannten Kriterien für die Realität der sämtlichen Nullstellen eines Poly- 
noms auf ganze transzendente Funktionen betreffen. Man muß, um diese 
Übertragung vornehmen zu können, von der folgenden Modifikation jener 
Kriterien ausgehen: Das Polynom 


z z £ 
(1.) g(2)=1+c2+ + 0,2"= (1 — >) ... (1 — =) 
mit lauter reellen Koeffizienten hat dann und nur dann lauter reelle Null- 
stellen, wenn die Determinanten 


| 

| 

| S_g S_4 S_; S_m —2 
(2.) An= u a a rer 


|S_m—1 S_u. Sms ' ° ° S_9m | 
für m=1,...n entweder sämtlich positiv sind oder bis zu einer bestimmten 


unter ihnen positiv, von da ab alle Null: 
(3.) AA >0,...4,>0,4,41=0,...4,=0 ((<v<n). 

Die Größen s_, sind dabei die Potenzsummen 
1 1 
(4.) s_ = +: = 


a) 
1 n 
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die man aber auch, ohne von den Nullstellen zu reden, auf die beiden folgenden 
Arten definiert denken kann: entweder durch die Newtonschen Formeln 


s”_ , = 6, 
(5*.) ee c 26, 
3, = —d+ 30,0, — 365, 


die sich vermöge der Rekursionsformeln 


(#) 5 taste ts me, =0 fürm<ın, 
(59.) s_„ tout... ++ ++: +5 .m>=0 Sfürm>n 
berechnen; oder — was rein formal mit (5°) übereinstimmt — als Koeffi- 


zienten der Potenzentwicklung der negativ genommenen logarithmischen 
Ableitung der Funktion g (2): 


jun ie re 


Tritt nun an Stelle des Polynoms g(z) eine ganze transzendente 
Funktion mit reellen Koeffizienten, 

(7.) g(@)=1+c2+027"+*-, 
so behalten die beiden letzten Definitionen der Größen s_, jedenfalls ıhren 
Sinn, und es entsteht die Frage, was hier die Positivität der aus den s_, ge- 
bildeten Determinanten A, bedeutet*). Ist speziell g(z2) vom Geschlecht 0 


oder 1, so behält auch die erste Definition der s_, durch (4.) von s_, ab 


a 


ihren Sinn, und es ist alsdann nicht schwer, aus der Realität der Null- 


*) Diese Frage hat Herr O. Toeplitz, auf dessen Veranlassung ich mich schon 
einige Zeit mit der Theorie der Kettenbrüche und der quadratischen Formen von 
unendlichvielen Veränderlichen beschäftigt hatte, im Winter 1911/12 in seinem 
Seminar gestellt. Wie er damals auseinandersetzte, verdankte er die Anregung 
zur Aufstellung dieses Problems einer Unterhaltung mit Herrn A. Hurwitz in Zürich. 
Herr Hurwitz hatte sich auf ganze Funktionen vom Geschlecht O0 oder 1 beschränkt 
und dementsprechend auf die Definition der s_, durch die Formeln (4.) gestützt: 
er hatte gefragt, ob eine ganze Funktion vom Geschlecht O0 oder 1, für die alle A, 
positiv sind, lauter reelle Nullstellen besitzt. Herr Toeplitz dehnte sodann die Frage- 
stellung auf beliebige ganze Funktionen aus, indem er sich der Formeln (5.) und (6.) 
zur Definition der s_. bediente, bemerkte, daß bei einer Funktion g(z) = e?, wo 
h(z) wieder ganz ist, also bei einer Funktion überhaupt ohne Nullstellen, die A„ nie 
sämtlich positiv sein können, und fragte dementsprechend, ob im allgemeinen Falle 
die Positivität der A” neben der Realität der Nullstellen etwa auch noch das Ge- 
schlecht der gegebenen ganzen Funktion bedingt. 
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stellen in diesem Falle die Positivität der A, zu folgern; auch ein etwa 
vorantretender Faktor e”””(p>0) würde übrigens daran nichts ändern. 
Das Hauptresultat dieser Arbeit ($ 15) ist nun, daß umgekehrt aus der 
Positivität der A, die Realität der Nullstellen von g(z) folgt, und zwar ohne 
daß man eine Annahme über das Geschlecht von g(z) hinzuzufügen braucht; 
vielmehr wird aus der Positivität der A, von selbst gefolgert, daß g(z) vom 
Geschlecht 0 oder 1 ist, bis auf einen vorantretenden Faktor e”””, wo p > vst. 
Dieses Resultat und seine Verallgemeinerungen ($$ 14, 16) erscheinen 
lediglich als Anwendungen einer selbständigen Theorie, die ın den drei 
ersten Kapiteln entwickelt wird. Für die Darstellung dieser Theorie habe 
ıch die Sprechweise der Kettenbruchtheorie gewählt, jedoch so, daß deren 
Kenntnis nicht vorausgesetzt, sondern alles Notwendige darüber explizite 
entwickelt wird. Die Benutzung der Helbertschen Theorie der unendlich- 
vielen Veränderlichen aber, die in einer nicht minder engen Beziehung zum 
Gegenstande steht, wie die Stieltjessche Kettenbruchtheorie, ist vollständig 
vermieden worden. Dagegen wird es an dieser Stelle notwendig sein, näher 
anzugeben, in welcher Beziehung die hier gegebene Darstellung zu den 
genannten beiden Theorien steht. | 


Der Grundgedanke zur Erlangung des obigen Resultats ist der, daß 


ER lei Bub. 
9(2) s_, = 3 4,?7+3s_,7 + 
| ER. Si. me. 
(8.) „rate (1=-) 
in einen Äettenbruch entwickelt wird: 
raue 
(9.) a,+1—b? 





A, + A—. r 





Es heißt dies im Grunde genommen nichts anderes als daß | 
An-ı Anyı 

An? | 
gesetzt wird, wo A, die obigen Determinanten (2.) sind, a, gleich ähnlichen, 
ein wenig komplizierter gebauten rationalen Funktionen der £, ($ 2), und 
daß mit diesen Größen rein formal der Kettenbruch (9.) gebildet wird. Man 
sieht sofort, daß die Positivität der A, zur Folge hat, daß die Größen a,, b, 


(10.) u = 
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alle reell werden. Kettenbrüche von der Form (9.) und mit reellen Koeffi- 
zienten bilden nun gerade den Gegenstand der Siieltjesschen Theorie*). 
Sıe beweist, daß solche Kettenbrüche überall im Komplexen konvergieren und 
die Ausgangsfunktion (8.), die in unserem Falle meromorph ist, darstellen. Es 
wäre damit die Realität der Pole von (8.), also die Realität der Null- 
stellen von (7.) dargetan, wenn nicht der Stieltjesschen Theorie noch eine 
besondere Voraussetzung zugrunde gelegt wäre: die Nullstellen und Pole 
der Näherungsbrüche von (9.) sollen nicht nur reell sein, wie dies aus der 
Realität der a,, b, allein folgt, sondern negativ. 

Nun kann man aus den durch die Formeln (2.) und (10.) defi- 
nierten Größen a,, b, anstatt des Kettenbruches (9.) die quadratische Form 
von unendlichvielen Veränderlichen 

(11.) u ++ + — 25b,2,%— 26,0%, — +» 
bilden und auf sie die Helbertsche Theorie**) anwenden. Diese lehrt, 
daß die Ausgangsfunktion (8.)***) überall im Komplexen regulär ist, ohne 
eine der genannten Stieltjesschen Einschränkung korrespondierende zu be- 
nötigen. Statt dessen liegt ihr aber die andere Voraussetzung zugrunde, daß 
die betrachtete Form ‚‚beschränkt‘‘ ist; im Falle der Form (11.) bedeutet dies 
einfach, daß die a,, b, dem Betrage nach unter einer festen Grenze gelegen sind. 

Der Beweis, daß diese Audlbertsche Einschränkung unter den vor- 
liegenden Voraussetzungen stets erfüllt ist, bildet den Inhalt des 2. Kapitels 
dieser Arbeit?); im 1. Kapitel sind die notwendigen elementaren Entwick- 
lungen der Kettenbruchtheorie in der Form, in der sie weiterhin gebraucht 
werden, vorangestellt. 

Nachdem dies festgestellt war, war’*) es unter Zuhilfenahme der 


*) Recherches sur les fractions eontinues, Ann. de la fac. des sciences de 
Toulouse VIII (1894), IX (1895) = Mem. pres. par div. sav. ä l’Acad. des sciences, 
Paris, 32 Nr. 2. 

**) Nachr. d. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. 1906. S. 157—199. 

***) Vergl. hierzu eine Bemerkung von Toeplitz, Nachr. d. Ges. d. Wiss., Göttingen. 
math.-phys. Kl. 1910, S. 489506, insbesondere Nr. 3, wo ersichtlich ist, daß die 
Ausgangsfunktion der linke oberste Koeffizient der „Resolvente“ der quadratischen Form ist. 

?) In Wahrheit wird dort außer der Positivität der Determinanten A,„ nur 
vorausgesetzt, daß die Entwicklung (8.) außerhalb eines großen Kreises der 4-Ebene 
konvergiert, so daß damit ein allgemeines Theorem der Kettenbruchtheorie gewonnen wird. 

tt) Vgl. hierzu O. Toeplitz, Nachr. d. Ges. d. Wiss.. Göttingen, math.-phys. Ki. 


1910, S. 499, Anmerk. 3. 
16* 








115 Grommer, ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Nullstellen. 


Hübertschen Integraldarstellung möglich, aus den vorliegenden Voraus- 
setzungen die „Vollstetigkeit‘“ der Form (11.) zu folgern. Es war nun 
die entscheidende Bemerkung meiner Arbeit, daß das Entwicklungstheorem, 
das Hilbert für die vollstetigen Formen aufgestellt hat, für meine Ausgangs- 
funktion (8.) eine Meittag-Lefflersche Partialbruchzerlegung ist, die von 
konvergenzerzeugenden Summanden frei is. Kommt man von (8.) zu (7.) 
und von der A-Ebene zur z-Ebene zurück, so bedeutet dies, daß die 
Weierstraßsche Produktentwicklung von g(z) nur konvergenzerzeugende 
Faktoren 1. Ordnung und ein Vorsatzglied 2. Ordnung enthält; das ist 
das oben angegebene Resultat. 

Es erschien für den vorliegenden Zweck einfacher, die Redeweise 
der Theorie der unendlichvielen Veränderlichen durch diejenige der Ketten- 
bruchtheorie zu ersetzen. Es wurde aber dadurch notwendig, die Inte- 
graldarstellung von Stveltjes, der die Helbertsche korrespondiert, von der 
oben genannten fundamentalen Einschränkung von Stieltjes zu befreien, was 
unter Benutzung des Hübertschen Gedankens der Auswahl geschieht. Dies 
wird ım 3. Kapitel, wiederum ganz unabhängig von den sStieltjesschen 
Arbeiten, dargestellt. 


Kapitel I. Formale Entwicklungen. 


$1. Potenzreihe und Kettenbruchentwicklung. 


Wir gehen von einer Potenzreihe 


(1.) F m +14 te (u, #0) 


aus, die nach negativen Potenzen von 4 fortschreitet und kein konstantes 


Glied enthält. Unter der Kettenbruchentwicklung dieser Potenzreihe verstehen 
wir den folgenden Prozeß. Wir schreiben 


F=- : n 
7 
und entwickeln > nach fallenden Potenzen von A. Diese Entwicklung be- 
ginnt offenbar mit A; sie lautet etwa 
nu +a+F, 


Dann ist 





e U NETTER re a NEE 
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und F, ist wieder eine Potenzreihe wie (1.), ohne konstantes Glied. Nur 


ist fraglich, ob in ıhr der Koeffizient von - wiederum von Null ver- 


4 
schieden ist. Nehmen wir nun an, daß dies tatsächlich der Fall ist, so 
können wir auf F, genau denselben Prozeß anwenden wie auf F. Ist c, 


Ki RE ', \ 
der Koeffizient von — in F,, so schreiben wir 


A 
Fu 
c, 
F, 
und entwickeln n nach fallenden Potenzen von 4. Wir fahren in dieser 
1 


Weise fort. Stoßen wir bei diesem Prozeß auf kein /,, bei dem der 


Koeffizient von — verschwindet, so läßt sich unsere sukzessive Division ins 


4 
Unendliche fortsetzen, und wir bekommen einen unendlichen Kettenbruch 
u to 2. 
K= ++ 6 +0 
(2.) A+4, +6, 


.+a, +. 


Wir sagen, die Potenzreihe F hat den Kettenbruch K erzeugt und 
nennen F die Erzeugende von K. 


Wird aber in einem F, der Koeffizient von Null, so kann man 
den Kettenbruch nicht weiter fortsetzen und bekommt 
— bo Br 
wat. 
2 +0+. 
+ Cn—1 
1: Un + Fan: 


Ist dabei F, nicht identisch Null, so läßt sich ein solches F nicht ın eınen 
Kettenbruch von unserer Form entwickeln. 

Ist dagegen F, = 0, so ist F gleich einem endlichen Kettenbruch; 
d.h. F ıst eine rationale Funktion. 

Ist umgekehrt ein Kettenbruch (2.) vorgelegt, so bestimmen wir aus 
ıhm eine Potenzreihe ® durch folgenden Prozeß: 
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Bezeichnen wir mit P,(A), Q,(4), den n-ten Näherungszähler bzw. 
-Nenner von K, so besteht bekanntlich die Relation 


(3.) Pr %- PP AHV ee mc; 


Q„(}) und P,„(A) sind ganze rationale Funktionen genau vom n-ten bzw. | 


(n — 1)-ten Grade*). 


Die rationale Funktion Fazı En — ıst also in eine Potenz- 


c 
ar a ar 


reihe nach negativen Potenzen von A entwickelbar, die mit c-A7"tD he. 


ginnt; denn Q 7 verschwindet für A = x, wie 4@tD d.h. die Ent- 
n n+1 

wicklungen von A und Age nach Potenzen von AT! stimmen in den 

n n+1 

2n ersten Koeffizienten überein. Es wird somit auch jeder spätere Nähe- 
n+m(A) ’ i 

rungsbruch 5 nn in seiner Entwicklung nach Potenzen von 4" dieselben 
n+m 

2n ersten Koeffizienten haben wie die Entwicklung von ar Auf diese 


Weise wird durch K eine Potenzreihe 9 bestimmt. 9 hat die Eigenschait, 
daß sie’mit der Entwicklung des n-ten Näherungsbruches in den ersten 
2n Koeffizienten übereinstimmt. Wer nennen ® die erzeugte Potenzreihe 
von K und werden zeigen, daß die Erzeugende F von K, und die Erzeugte 
P von K identisch sınd, unter der Voraussetzung, daß alle c, von Null ver- 
schieden sind. Es ist zunächst die Erzeugte B auch zugleich eine Erzeu- 
gende von K. Denn die Potenzreihe (nach negativen Potenzen von 4), in 
welche der n-te Näherungsbruch entwickelbar ist, muß diesen endlichen 
Kettenbruch erzeugen, weil ja die Koeffizienten £,,@,,C,.4g,Cg,... des 
Kettenbruches eindeutig aus den Koeffizienten der Potenzreihe gewonnen 
sind. Und zwar hängen, wie leicht zu ersehen ist, die 2n Koeffizienten 


ty, d13 C5 +. 1, @, mur von den 2n ersten Koeffizienten der erzeugenden 
Pu(4) 


Qn(d) 
und somit muß $(z) einen Kettenbruch erzeugen, dessen n-ter Näherungs- 


bruch mit Kan übereinstimmt. Da dies für jedes n gilt, so wird ® auch 


den unendlichen Kettenbruch erzeugen. 





Potenzreihe ab. Nun hat ® dieselben 2n ersten Koeffizienten wie 





*) Die höchsten Koeffizienten in Q„(A), Pn(A) sind 1, bzw. to #0. 
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Es bleibt noch übrig zu zeigen, daß es unmöglich ist, daß zwei ver- 
schiedene Potenzreihen denselben Kettenbruch erzeugen. Oder, was dasselbe 
ist, wenn zwei Potenzreihen 9 und 9* (ohne konstante Glieder) denselben 
Kettenbruch (2.) erzeugen, so ist P*—=%9. Zunächst sind die beiden ersten 
Koeffizienten von z und 2? in 9(z) und 9*(z) gleich {, und — a,t,, so 
daß die beiden ersten Glieder von 9(z) und ®*(z) dieselben sind. Es ist 


t t 
4  =A+a, ı (2). 
P(2) r q, + P,(2), N*(z) / l u P (2) 


Da nun 9,(z), P*(z) ebenfalls Potenzreihen sind, die denselben Ketten- 


bruch erzeugen, so müssen auch ihre 2 ersten Glieder übereinstimmen. 


Die Potenzreihen .. nd stimmen ın ihren 4 ersten Gliedern über- 


lo 
Be) Pe) 


ein, und somit stimmen auch ihre Reziproken : P(z) und ; P*(z), oder 
0 


0 


P(z) und 9*(z), in den 4 ersten Gliedern überein. Ebenso kann man 
schließen, daß ®,(z) und 9#(z) in den 4 ersten Gliedern übereinstimmen. 
Dann müssen P(z) und und $®*(z) in den ersten 6 Gliedern überein- 
stimmen, usw. Es folgt schließlich, daß P(z) = P*(z) ist. 

Es besteht also zwischen den Potenzreihen von der Form (1l.) und 
den Kettenbrüchen von der Form (2.) eine eineindeutige Beziehung mit der 
einzigen Ausnahme, daß gewissen Potenzreihen kein Kettenbruch zugeordnet ist. 

Im folgenden Paragraphen werden explizite Formeln für diese Be- 
ziehung aufgestellt, aus denen sich auch ein Kriterium für diejenigen 
Potenzreihen ergibt, deren Kettenbruchentwicklung versagt. 


S 2. Expliziter Ausdruck der Koeffizienten des Kettenbruches durch die 
Koeffizienten der Potenzreihe. 


Aus Formel (3.) des vorigen Paragraphen folgt, daß 


Po 2 t &ı; 1 i , 
u) 2 1 I ” ment wo int —(—1)"tpCCz ++: C,. 


Setzen wir nun 


On (A) = # my In, ale y Anz yllee u uch z In,n—ı + Inn ’ 
so folgt durch Multiplikation der beiden Gleichungen und Vergleichen 


t 
+3+r+- + 


der Koeffizienten auf beiden Seiten, daß rechts die Koeffizienten von 
1 1 

2’ 22’ per 
homogenen Gleichungen für die Koeffizienten von Q,(4): 


verschwinden, und wir bekommen daher folgende n+1 
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[Innlo + I9amılı Fre t aa tl = 0, 
Inn Fan Ft ma Fl = 9 

er) ee, rs ir 

Inntn-ı t Inn-ıln +4 Gnalen-2 + I fon = 0, 

a Fa ter Inılen-ı + 1.19 =(. 

Eliminieren wir aus (4.) die Größen g,; (k =1, ... n), indem wir die Determinante 
des Gleichungssystems gleich Null setzen, und setzen wir für 1%) seinen Wert 
in == ba, — (— 1)"gC1 02 ** + C, 


ein, so bekommen wir folgende Gleichungen zur Bestimmung der c,*) 





(5.) A, — (— 1)"ba0e „A, = 0, wo 
u bı 8% I tu-ı 
t, tg tz a Fe / 

(6.) 7 RE N Det Eee +, 4-1 
En In Im lan lan, 


Iin-ı L, In+ı  bon-a bon-2 
Aus (5.) folgt, wegen A,= 1, daß, wenn alle c,+0, auch die A,+0 sind, 
und umgekehrt. 

Somit besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
eine Potenzreihe sich in einen solchen unendlichen Kettenbruch entwickeln 
läßt, darin, daß die A,„+0 sind. 

Notiert man (5.) für zwei aufeinanderfolgende Werte von n: 


An Pr! An 
A (— l) 16, ET 7’ 


so erhält man durch Division beider Gleichungen den expliziten Ausdruck 
der c, durch die {,: 


(— 1)"4,c, + c„= 


Anrı An 
(7.) 0, = Aura den 
Um auch die a, auszudrücken, benutzen wir die Rekursionsformel: 
Anl) = (+ A) Q-1(A) + On Quz(A)- 
Der Koeffizient g,, von A"! in Q,(A) ist 
Inı= In-ı,1 tr An 
Lösen wir die n ersten der Gleichungen (4.) nach g,„, auf, so bekommen wir 


Inı Rt A, 
wo n>2 und 
*) Vgl. 0. Perron. Die Lehre von den Kettenbrüchen, S. 325 (Teubner, 1913). 
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Es ist somit 


Anı An 
(8.) me In ig In—1,1 a ir mE Fa 


Umgekehrt bestimmen sich die Koeffizienten ? der Potenzreihe F eindeutig 


aus denjenigen f,a,c, des Kettenbruches ÄX als Polynome. 


Es ıst 
l, — bo» 


t, BE l,d,, 


12 aa t,(a} 3 C,); 


Sind i,,£j, ... tg„_, schon bestimmt, so folgt linear t,„_, aus (8.) und dann 
t,, aus (7.) 


S 3. Realitätsvoraussetzungen. 


Wir wollen uns im folgenden nur mit solchen Kettenbrüchen be- 
| schäftigen, deren Koeffizienten a,, c, reell und deren Partialzähler c, negativ 
| sind. Unser Kettenbruch wird dann folgende Gestalt haben: 


. 1 
(9.) K (4) = EFTIIu 


a,+41—b? 
A tri—. 
wo a,b, reell. 
Gehen wir zu der erzeugenden Potenzreihe 


über, so müssen die £, folgenden Bedingungen genügen, damit F(A) einen 
Kettenbruch von der Beschaffenheit (9.) erzeugt: sie müssen reell und 
die Determinanten A„>0 sein. Denn wie aus (8.) und (7.) des vorigen 
Paragraphen folgt, wird dann der zugehörige Kettenbruch reelle Koeffi- 
zienten mit negativen Teilzählern bekommen. Es wird nämlich 





(10.) nn, u 
Ist also A,>0 (n=1,2,...), so werden die b, reell sein. 





Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 
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n 


Wir wollen zusehen, welche Eigenschaften die Näherungsbrüche Q, 


von (9.) haben. 
Wendet man den Ewuklidischen Algorithmus zur Auffindung des 


größten gemeinsamen Teilers auf Q,(A) und P,(A) an, so bestehen folgende 
Gleichungen, wenn wir mit Q{”(A) das bezeichnen, was aus Q,(A) wird, 
wenn man die Indizes der a,b; um m erhöht und P,= @/_, setzt: 

9% = la +M)Qaı — di Aue 

dn = (la +) Br bi On 


Gr = (@,-ı r 4) Or us b, —ı P 
= (a, HD. 
Die erste Gleichung (11.) folgt aus 


Pn N m. FEED u > ni 
er Hab P,_1= 9% 
n—l 


Jede folgende Gleichung (11.) folgt aus der vorhergehenden, indem man 
n durch n— 1 ersetzt und die Indizes der a,b; um 1 erhöht. 

Die Form der Gleichungen (11.) läßt erkennen, daß sie eine Sturm- 
sche Kette bilden. Es hat also @,(A) lauter reelle verschiedene Null- 
stellen, welche durch die ebenfalls reellen Nullstellen von P, (A) getrennt ‘ 
werden, so daß zwischen je zwei konsekutiven Nullstellen von @,(A) eine 
und nur eine Nullstelle von P,(A) liegt. 

Umgekehrt: Haben wir zwei Polynome Xk(A), (A) von genau 
(n — 1)-tem bzw. n-tem Grade, mit lauter reellen verschiedenen Nullstellen, 
und trennen die Nullstellen von %k(A) diejenigen von 2(A), so führt be- 


kanntlich der Euklidische Algorithmus des größten Teilers, von k(A),2(A) 


zu einer Sturmschen Kette, und somit bekommt man für na einen Ketten- 


bruch von der Form (9.). 

Wir fassen dies im folgenden Satze zusammen: 

Satz I. Es seien zwei Polynome k(A),1(A) mit reellen Koeffizienten 
vom (n — 1)-ten bzw. n-ten Grade und mit den höchsten Koeffizienten 1 gegeben. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ihre Nullstellen sämt- 
lich reell und verschieden sind und daß die Nullstellen von k(A) diejenigen 
. von (A) trennen, ıst die, daß die Determinanten 
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TR vE' TAHRRT OR 
4, = 2 2 (z ag fi (i=1,2,...n) 


Zu u 7 ir’ l2i-ı 
positiv sind. Die t, bedeuten dabei die Koeffizienten in der Entwicklung von 


ka) 1 
I u 


Dieser Satz ist schon von Jacobi und Borchardt auf anderem Wege 


l; 


+ 


Hate 


abgeleitet worden. 


$4. Über ganze rationale Funktionen mit lauter reellen Nullstellen. 


Wir wenden diesen Satz I auf die logarithmische Ableitung einer 

ganzen rationalen Funktion an: 

gA)=o+cAt +, 

’A)=a+2gA +. nat, 

g’(A) 5 5 S2 

ET BTT 
Die Koeffizienten s,, s;, ... sind bekanntlich die Potenzsummen der Wurzeln 
von g(A)=0. Sie sind durch die folgenden Newtonschen Rekursions- 


formeln bestimmt: 


5m + Mitt mr tm = 0 füorm <n 


Ct nA sm it + om mn 0 fürmD>n. 


Wenn g(A) = 0 lauter reelle verschiedene Wurzeln hat, so werden sie durch 
die (ebenfalls reellen) Wurzeln von g’(A)= 0 getrennt. Wir haben also 
den Satz: 

Satz Il. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
ein Polynom n-ten Grades g(4) lauter reelle verschiedene Nullstellen hat, vst 
die, daß die Determinanten 


5 PER 
A _— s (= 1 2, N) 


19% Sa 


sämtlich positiv sind, wo s, die Summe der i-ten Potenzen der Nullstellen 
von g(A) bedeutet. 


11° 
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Wir fügen diesem Satz noch einen zweiten, ähnlichen hinzu: 
Es sei das Polynom 
P)=R+ a2 + +2 (+0, +0) 
gegeben. Wir entwickeln die logarithmische Ableitung von „(z) nach 
Potenzen von 2. Es ist bekanntlich 


y (2) 2 
_ 1 a et a, 

y(z) 1 2 3 
wo die Koeffizienten s_,,s_g2,8_3,... die negativen Potenzsummen der 
Wurzeln von p(z)=0 sind. Es ist also 


CoS_m 7° CS _m+1 +++ m-18-ı FT MO = 0 für m <n 
CS mt CiSsmrı tree + 85.50 ürm>an. 
Zunächst, wenn wir voraussetzen, daß die Determinanten 
Ka ® 
m S_ ... S_; 
AP= En ag (=1,2,...n) 








si d-i-1 ++ $-ei-ı) 
positiv sind, so wird einen Kettenbruch mit negativen Partial- 
2. Fuß) 
y(2) An(A) 


wo 4) = gesetzt wird. Es wird Q,(4) = ne. 
0 


Da @,(%) lauter reelle verschiedene Nullstellen hat, so hat auch 
(p(z) lauter reelle verschiedene Nullstellen (p(0)=%+0). Wir können 
aber noch mehr schließen. Es ist 
_P(d)z2 _ Pl) _ 5 _ M  & 
EN ee 
wo die Summe rechts die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion 


zählern erzeugen: 














A ist (A), Ay,...A, sind die Wurzeln von Q,=0). Die Residuen 
M= A sind positive Zahlen, da die Nullstellen von P,(2) sowohl wie | 
die von Q,(4) die Wurzeln von Q,(4)=0 trennen und da beide Funk- 
tionen im Unendlichen dasselbe Vorzeichen haben. Nun ist | 
MM | 

p'(2)-z . = M; Beer: . es Me w 4'(2) . di Mm m nn 2: 
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M, 
y (2) -AEEL. SER M;z 
Ye) * Be} “. e—a' 
4; 5 
wo die ,(?=1,2,...n) die Wurzeln der Gleichung (z2)=0 sind. Da 
aber die Residuen der logarithmischen Ableitung a sämtlich gleich 1 
sein müssen, so folgt allgemein 2, = = ‚d.h. p(z) hat lauter positive 


Wurzeln. 


Umgekehrt, wenn „(z)= 0 lauter positive verschiedene Wurzeln 
hat, so ist 


”. 5 
a. N und 
Y(2) i=1 2—% 
y'(2)-z ARE | wu  , 1 
m = 5 -; Wo A=—, 4, = 0. 
Y(2) - u L mi 1—4; Z . Zi a 


so ıst 


9(4) und h(A) sind Polynome vom n-ten bzw. (n— 1)-ten Grade in A. Die 
Nullstellen von g(A) sind 4, <A,<...<A,. Es ist dabei 
h(4,) 
= — 
IA) 
Da g’(A,) und g’(A,,,) entgegengesetzte Vorzeichen haben, so müssen auch 


>>9, 


h(),), h(A,,,) entgegengesetzte Vorzeichen haben, d. h. zwischen je zwei 
konsekutiven Nullstellen von g(4) liegt eine (und nur eine) Nullstelle von 


h(4). Die rationale Funktion Er erzeugt also einen Kettenbruch mit 
negativen Teilzählern. 
Nun ist 
h(2) 
9(4) 


> > „2 \ 
=$8_,2+ S_,° “ 


Es muß also 
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sein. s_; bedeutet dabei die Summe der (—:)-ten Potenzen der Wurzeln 
von p(z)= 0, die gleich den entsprechenden positiven Potenzen der Wurzeln 
von g(4)=0 sind. 

Wir haben somit den Satz: 

Satz III. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
eın Polynom n-ten Grades g(4) mit reellen Koeffizienten lauter positive 
verschiedene Nullstellen hat, ist die, daß die n Determinanten 


4’ Sg &g ... +1 
Lv 


(= 1,2,...n) 





Bra nen Ba 
positiv sınd. 5, bedeutet hierbei die Summe der v-ten Potenzen der Wurzeln 
von g(A)=0, und es wird g(0) +0 angenommen. 

Beide Resultate können in folgender Weise erweitert werden: Be- 
trachten wir die Determinanten 


Sm Sp4i +++ Serni2 
wo k fest ist und s, die Summe der /-ten Potenzen der Nullstellen eines 
reellen Polynoms g(A) vom n-ten Grade bedeutet. 


Sind nun 
(12.) AP>O0, (i=1,2,...n) 
so folgt aus Satz I, daß die rationale Funktion 
1 
(13.) 2 + 1° +, = 


lauter einfache Pole hat, und zwar genau n, weil sie sich nämlich ın einen 
endlichen Kettenbruch der Form (9.), der aus n Gliedern besteht, ent- 
wickeln läßt. 

Setzen wir g(A)-z"= (2), so ist 


Aus der Tatsache, daß (13.) lauter reelle einfache Pole hat, folgt, daß 
yp(z) und ebenso g(A) lauter reelle einfache Nullstellen besitzt. Um über 
das Vorzeichen der Nullstellen zu entscheiden, stellen wir wieder die Resi- 
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duen-Betrachtung an. Da (13.) sich in einen Kettenbruch von der Form 
(9.), der aus n Gliedern besteht, entwickeln läßt, so ist 


2 " M 1 
22 +82 te =3,., MD 2=, 
1 
Es wird, wenn 2,= „, gesetzt wird, 
i 
” Miz,2r-! 
(14.) se + 12 + bat FE nn 
"Male AN) a Mi 
= > (( E ’ J _ Eu 4. P(z), 
i=1 Zz—LAi ml 2—2 


wo P(z) ein Polynom in z ist. Es ist also auch das Residuum von 
rn in 2, gleich — M,zi. Da aber das Residuum einer logarithmischen 
Ableitung stets positiv ist, so muß jedes z, bei ungeradem k positiv sein. 

Umgekehrt, hat ein reelles Polynom g(A) von genau n-tem Grade 
lauter reelle verschiedene Nullstellen, so sind die 49 >0 (i=1,...n) für 
jedes gerade k. Sind die Nullstellen von g(A) alle positiv und verschieden, 
so gilt dasselbe auch für jedes ungerade k. Wir fassen dies im folgenden 
Satze zusammen: 

Satz IV. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 


1 reelle 
ein reelles Polynom g(4) von genau n-tem Grade lauter ! 4; | verschiedene 
positive 
Nullstellen hat, ist die, daß die Determinanten 
S Se+ı St42 °** Hi 
Ser Sar2 Srrs °** Sri 
A» == . D 5 . . . . . u. ae a (i=1,2,...n) 


Se+i 1 I+i Sp+i+ı *'* Sri 
| gerade | 
\ ungerade | 


‚Potenzen der Wurzeln von g(4) = 0 bedeutet ; dabei wird g(0) + 0 angenommen. 


sämtlich positiv sind für jedes k, wo s, die Summe der I-ten 


Kapitel II. Konvergenz des Kettenbruches bei konvergenter 
Potenzreihe. 
S 5. Die Behauptung. 
Wir gehen von einer Potenzreihe f(z) mit reellen Koeffizienten aus: 


D)=2+h2 ++. 
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Wir setzen voraus, daß die Determinanten 
'1 t, tl, 0. 1 


>0O (n=1,2,...) 





In [, Inrı Er Ina 
sind. Es wird dann f(z) einen unendlichen Kettenbruch X (-) mit reellen 


Koeffizienten und negativen Partialzählern erzeugen. K(.) hat, wenn 


1 


a 1. gesetzt wird, die Form 


‚a,b; reell, b} > 0. 


Es ist nach (10.) des vorigen Kapitel 
b: = a, 

Wir werden in dem IV. Kapitel aus der Form von K(4) Schlüsse über 

den Charakter der Funktion f(z) ziehen. Zu diesem Zwecke brauchen wir 

folgenden Konvergenz-Satz: 


Konvergenz-Satz I. Konvergiert die Potenzreihe f(z) in einem 


Kreise K, so konvergieren auch die Näherungsbrüche An von K(i) im 
Innern von K gleichmäßig gegen f(z). | 


Es wird also ım Innern des Konvergenzkreises K von f(z) 


Lim ae = f(e). 


$ 6. Zwei Hilfssätze. 


Erster Hilfssatz. Eine symmetrische Form S®@® gerader Dimen- 
sion 2m von n reellen Variabeln A,,... A,, in welcher alle möglichen ver- 
schiedenen Produkte der Variabeln, und zwar mit dem Koeffizienten + 1 
vorkommen, ist positiv definit: 

SE (A, Agı er. An) = Zaha en. am, 
wo l,,.../„ positive ganze Zahlen inkl. Null sind, und wo über alle ver- 
schiedenen Kombinationen /,,...2, summiert wird, für welche 


++ ..+l,=2m. 
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„Beweis. Wir führen den Beweis. durch vollständige Induktion 
in’ bezug auf: die Anzahl der Variabeln. Indem wir die Variable A, von 
den übrigen auszeichnen, können wir S®”®(4,,...4,) in die Form setzen: 


sem (},, ... An) = mn), ... A.) + Se}, ... Lk Air ... An); 


wo S@9 (A... Ay Asyıs ee A„) die symmetrische Form von n — 1 Variabeln, 
von derselben Art ist wie S@®(A,,...A,) von n Variabeln. Diese sei als 
positiv definit vorausgesetzt. Sind nun alle A, vom gleichen Vorzeichen, 
so wird jedes Glied in $@”(A,,...A,) positiv sein; sind aber die A, von 
verschiedenen Vorzeichen, so wählen wir das A, so aus, daß A, das gleiche 
Vorzeichen wie S@"D(7,,...4,) hat, dessen Wert von der Wahl des 4, 
nicht abhängt. Es wird dann 
(2. 2 A) N 2 + OP (Ar an Aue Aussee Au) 
als eine Summe zweier positiven Größen selbst positiv sein. Es ist somit 
unser erster Hilfssatz bewiesen, da er für eine Variable richtig ist. 
Zweiter Hilfssatz. Es see A(A) ein Polynom n-ten Grades in A, 
 AA)=M" +0,40 
Die Nullstellen von A(A) seien sämtlich veell. Entwickelt man —-- nach 


A(}) 
io eraden 
Potenzen von 2= a so werden. die Koeffizienten von 19 | Potenzen 
2. | ungeraden 
s i . | geradem | 
von 2 positiv sein bei n. 
lungerodem) 


Beweis. Bezeichnen wir die Nullstellen von A(4) mit A,,A,,... A 


1 1 1 1 
re er we eR Se 
1 


Nun ist, wenn 2= — 


n’ 


so wird 


u’ 
1 -1 1 
a en. ae Leer, 0... 
Beh, (1-#) re 
A, 
mithin 

a. n[2+ 2” +M2° +...) = 2" NnNiı+az+82+..] 
A(}) i=1 i=1 


[ geraden | 


| geradem nr 
\ungeraden | 


Potenz von z wird bei ' 
lungeradem/ 


Der Koeffizient von einer 


gleich sein dem Ausdruck ZA4A3.... Ar, wo Z,,.../, positive ganze Zahlen 
sind, und es wird über -alle möglichen verschiedenen Kombinationen 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 18 
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li, ...2, summiert, wo 4, +,+...+l1,=2m für irgendein festes m. Nun 
ist IAl,... A" nach unserm ersten Hilfssatze positiv definit, und somit ist 
unser zweiter Hilfssatz bewiesen. 


S 7. Der Beweis, 


Bevor wir nun zum Beweise des Satzes I schreiten, beweisen wir 
Satz II. Der Komvergenzkreis K, der Potenzentwicklung des n-ten 
Näherungsbruches von K(A) 





ist mindestens so groß wie der Konvergenzkreis K der Potenzreihe f(z) selbst. 
Wir zeigen zuerst, daß die Koeffizienten 2% der ungeraden Potenzen 
von z in (15.) mit wachsendem n selbst wachsen: 
16.) (<<< <irri 
Da nämlich 
Pa(A) Pula) _ 5282 BL, 
MA) Aula) 9.0): 0) 


= — 


b: 2. 











ist, so wird gleich sein dem Koeffizienten von 2”"*! in der Ent- 


wicklung von ——— nach Potenzen von z, der aber nach unserm zweitem 


On F Pe 


Hilfssatze positiv ıst. Aus (16.) entnehmen wir insbesondere: 
(17.) 0<t, < km 
Die Behauptung des Satzes II kann man als Formel so ausdrücken: 





(18.) Lim sup Nrp= <- Lim sup vr |. 


i=o de 0 


Nun folgt aus (17.) 











(18°.) Lim sup vo 1152| < Lim sup Vin 
Wir werden (18.) und Be unseren Satz Fi hewilben, indem wir zeigen, daß 
(18°.) Lim sup VIRL..| < Lim sup V@] 
Es ist RE: a u; 
0) BI 


Es wird Sn 


im = EM”, tm = S Mia"). 








En . 
I RR u De LEN SL En any 
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Nun ist 
MENT Zm+1 
Lim sup V I] —= Lim sup Fr M, im _ — Lim sup 2 M, 1 am+1 
Pi ee 
Zm+1 
— Lim sup \ 2 M 4" = Lim sup Y IR I. 
m= © (d-1 m= © 


Es ıst also (18°.), (18.) und somit unser Satz II bewiesen. 
Wir können den Inhalt des Satzes II auch dahin formulieren, daß 


die Pole 2,= Z- jedes Näherungsbruches außerhalb des Kreises K liegen, 
daß also, wenn R dessen Radius bezeichnet: 
1 
(19.) 4 nt R 
ist *). 
Nun können wir endlich leicht den Konvergenz-Satz I beweisen. 
Es ist 


Pu) _ 5„_Mi 
Q.(A) 2 i=1 A u ki 
Für 
| 1 
(20.) 2|<R-J, LP zur £ 
wo d eine beliebige positive Größe ist, die festgehalten wird, wird 
| von 1 1 1 
A—-4 >| ia” Ser, 
Es wird 
‚Pu(A) 
u — 
2a SäMle=e 


da EM;=-1, M,>0. 


i=1 
Nach der Cauchyschen Koeffizienten- Abschätzung ist für 2 <R—d 
ce 


(21.) ESKR-IpR 


Wir zeigen nun, daß, wenn uns ein beliebig kleines e vorgegeben 
ist, wir ein N(e) bestimmen können, so daß für n>N(e) 


| P,(A) 
(22.) Ullereng <e 
ist für 
(23.) 2|<R-—20. 





*) Es kann gefolgert werden, daß die |a,|, d; eine obere Schranke haben. 
18* 
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Ist uns & gegeben, so bestimmen wir ein N(e) so, daß für (23.) 


N—1 
(24.): I) -Ztr 3 5: bl und 
‘ c:95 € ar R—-26 
1 i-9 = ee BIR R-ö —ı 
Es wird Ä 
N—1ı 
(26.) ge: ri n,2|= % m 7 < ec ”< : 


| A) vl wen. | suN 9 
nach (25.), (21.), für (23.). | | 
Nun ist fürn > N M=1t, fürvr<N. Es ist also auch 


N—1 | a 
) — 3t_,?\| n>N. 


er. Dr ade: 
Subtrahiertt man (24.) von (27.), so bekommt man (22.). Es ıst somit 


id 


der Konvergenz-Satz 1 bewiesen. 


Kapitel III. Darstellung des Kettenbruches durch ein 
bestimmtes Integral. 
$8s. Bildung von Belegungsfunktionen aus den Partialbruchzerlegungen. 


In diesem Kapitel gehen wir von dem Kettenbruch K K (4A), der 
reelle Koeffizienten und negative Teilzähler hat, aus: 


1 
a 7 
%.+i— bb 
ee in a,,b, reell, 6, +0. 
Wir bezeichnen den n-ten Näherungsbruch von ÄX (4) mit an und es ist 


P.a) _ 2, Mi” | 

aa Arm et 
wo 4”, ... 4 die n Nullstellen von Q,(4) sind, die wir Pe der Größe 
nach Be denken, und | 


M®" — u ->0, (i=1,2,...n) 


(28.) 


wie es im Kapitel I dargetan wurde. Wir wollen ein Analogon zu der 
Partialbruchzerlegung (28.) für die Darstellung des unendlichen Ketten- 
bruches X(iA) gewinnen. Und zwar werden wir die Summe (28.) durch 
ein Integral ersetzen. Auch den n-ten Näherungsbruch selber werden wir 
durch ein Integral darstellen, 
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Zu diesem Zwecke bilden wir, mit Stieltjes, zu jedem Näherungs- 


bruch r() cine reelle Funktion ,(w) einer reellen Variabeln u. Diese 


An (A) 
Funktion 9,(w) wird eine monoton wachsende sein, genauer gesagt: 
streckenweise konstant, mit genau n Sprungstellen, an deren jeder sie 
wächst. Das Bildungsgesetz von @,(u) ist folgendes: 


pn(u) = 0 für we, 
p,(u)= MW" 2 mu ia, 
p„(u) = Mi” + My” Be ee. 


(29.) 


p,(u) So MY” + Pur + MS, IE) Kun. u Ye mr, 
luW)=MD+.+MD 5 am <u. 


Es ıst g,(w) nirgends negativ und überall kleiner oder gleich 1, da 


n 
ZM®=1, 


i=1 
weil ja die Entwicklung von A nach Potenzen von 1/4 mit 1/A anfüngt: 
(30.) 0<y,(u) <1. 


Alsdann wird also 
P(A) nt dg,„(u) 
nA) « Amt ' 


Es heiße y,(u) die n-te Belegungsfunktion, ihre Sprungstellen 4” ihre 
Belegungspunkte. Ist n >n, so heiße y,.(u) eine spätere Belegungsfunktion 
als p,(w). 

Wir beweisen, folgenden Satz: 

Satz I: Der Wert einer späteren Belegungsfunktion p„.„(u) an einem 
Belegungspunkte 4” einer früheren y„(u) liegt zwischen den Werten der 
früheren y„(u) vor und an ihrem Belegungspunkte : 


(31.) Pu(ki” gen 0) < Pa+m (4) < pn (Ki). 
Beweis. In den Entwicklungen von 
n(A ” M“ RE 2) n+m Metw 
N _ EZ und tm) _ ; " 
AH) ZA Anm(d) ir A—At" 
nach negativen Potenzen von A stimmen die ersten 2n Koeffizienten überein 





Daraus folgt 


n n+m 
(32.) ZM (iM) 2 Metm(aetmy, d=0,1,...2-1) 
i=1 (= 1 
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Wir bilden die Integrale 
m/f (2m — p(u) )udu 


und 


muf (z MY” — pm ( (u))udu, 


wo c kleiner als die kleinsten Wurzeln von Q,(A)=0 und Q, +m(A) = 0 ist, 
so daß nach (29.) p,(c)= Y„;m(C)= 0. Wir zeigen zuerst, daß 
(33.) Da (k=0,1,...2n-—2) 


Es ist 
2m) n 29) . 
M=> uf udu + zmw/ urdu+ + m/f u du 


un _. am) ı(n) 
n—1 


(Amer my (Amye+1 
en ie; 5m 


5 MW" (amya+1, 








2 





Analog ist 


En 
k) _ tm, tm), pe pn 


und somit ist 1m = I? nach (32.). Es ist li 


IP — I9 „= "(Grm (U) — Y,(u))w du = 0 für k=0,1,...2n—2. 


c 


Wir fassen diese 2n — 1 een in eine Gleichung zusammen. 
(34.) 5 (Prrm(%) — 9, (U) ganz (u) du = 0 


WO Ge„_2(u) ein beliebiges Polynom ist, dessen Grad 2" —2 nicht über- 
schreitet. Hieraus folgt, daB p,,m — Y,„ mindestens (2n — 1)-mal das Vor- 
zeichen wechseln muß. Denn würde p,,m — 9, nur l-mal das Vorzeichen 
wechseln, wo 2<2n — 2 ist, so bestimme man ein Polynom /-ten Grades 
9,(u) so, daß seine Z Nullstellen die 2 Stellen der Vorzeichenwechsel von 


Purm— Y, sind. J (P,+m — 9.) (u) du würde dann aus Elementen bestehen, 


welche gleiches RIER- OH besitzen, und somit kann es nicht verschwinden, 
da P,u4m— 9, =E0, und g”’==0 ist. Es muß also pm — Pu mindestens 
(2n —1)-mal, das Vorzeichen wechseln. Nun ist für u<A” pm -9,>0, 
und für v>AN Y,m— Yu 0. Die Vorzeichenwechsel von p,;m — pn 
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können also nur im Intervalle 4” < u << 49, vorkommen. In einem Intervall 
4», <u<iA” kann pm — 9%, höchstens einen Vorzeichenwechsel auf- 
weisen, da g,(u) in diesem Intervalle konstant ist und „,;„(4) monoton 
wächst. Die Anzahl solcher Intervalle ist n—1. Die noch fehlenden 
n Vorzeichenwechsel müssen also in den Punkten A" eintreten. Es ist 
somit die Behauptung %,(4” — 0) < Y,4m (A) <y, (A) des Satzes I 
bewiesen. 


$9. Ein Auswahlverfahren. 


In diesem Paragraphen beweisen wir folgenden Satz: 

Satz II. Es ist möglich, eine solche Auswahl von Näherungsbrüchen 
mh) zu treffen, daß Lim 7m) leichmäßig ezxistiert*) in jedem Gebiet 
Re) j RR) g ıg exıstert”) ın jedem (rebiete 
@ in der A-Ebene mit endlichen Abzissen, welches einen von Null verschie- 
denen minimalen Abstand von der reellen Achse hat, und es wird 

Pu te dp +0 dX(u +0 de(u 
a al pe per. pr te, 


—_ıü —» —n 












wo***) 
(36.) 7(u) = Lim sup 9,, (u), 
(37.) | X (u) = Lim inf g,, (u), 
h=» 
(38.) ee EEE 






p+q 
und p>0, q>0, p+g>>0 sind, sonst beliebig. 


Wir werden bei unserer Auswahl mehrmals ein Verfahren an- 






wenden, daß wir besonders formulieren und kurz mit „Diagonalverfahren‘ 













*, Wir werden im nächsten Paragraphen sehen, daß dieser Limes ohne Aus- 
wahl auch im Komplexen nicht zu existieren braucht. Unter den von Stieltjes ge- 
machten besonderen Annahmen tritt dies allerdings nicht ein. Der Gedanke der 
Auswahl tritt erst in der Theorie der unendlich vielen Veränderlichen von Hilbert auf. 


b n 
**, Mit Stieltjes verstehen wir hierbei unter $. f(xz)dg(x) den Limes von 5 /(«,) 






i=1 





[9 ()—g(&-ı)), falls er existiert, also einen Begriff, der für g(x)= x das Integral im 
Riemannschen Sinne ergibt. Daß die oben auftretenden Integrale tatsächlich existieren, 
ist wegen der Monotonität der Funktionen %, X, & leicht einzusehen. 

**) Die Limites existieren offenbar, weil nach (30.) 0<y,<1. 
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bezeichnen wollen. Es sei eine Menge M aus abzählbar unendlich vielen 
Elementen, welche nach dem Typus der ganzen Zahlen geordnet sind, 
gegeben. Sie habe eine unendliche Teilmenge M,, die eine gewisse Eigen- 
schaft E, besitzt; M, habe wieder eine unendliche Teilmenge M,, die eine 
Eigenschaft E, besitzt, usw. Wir bekommen auf diese Weise unendlich 
viele ineinander eingeschaltete Mengen M,,M,,-.., so daß der Menge 
M,„ die Eigenschaft EZ, zukommt. Die Anordnung der Elemente in jedem 
mM, sei dieselbe wie in M. Jede Eigenschaft E, sei von der Art, daß 1) 
jede Teilmenge von M, die Eigenschaft Z, besitzt, und 2), daß die Eigen- 
schaft &, der Menge M, nicht verloren geht, wenn endlich viele Elemente 
aus M zu M, hinzugefügt werden. 

Wir behaupten, daß es (unter diesen Voraussetzungen) eine unend- 
liche Teilmenge M von M gibt, die jede Eigenschaft E, zugleich besitzt. 
Wir bestimmen nämlich M, indem wir das k-te Element von M, als k-tes 
Element für M setzen. Offenbar ist das k-te Element von M, später als 
das i-te Element von M, wenn i<%k ist, so daß M aus lauter ver- 
schiedenen Elementen besteht. Die so definierte Menge M besitzt offen- 
bar jede Eigenschaft E,, da M, die Eigenschaft E, besitzt, und M, abge- 
sehen von ihren n—1 ersten Elementen, eine Teilmenge von M, ist. 

Wir denken uns nun die reelle #-Achse in den Punkten 0, +1, 
+2,... in Intervalle geteilt, wobei zu einem Intervall immer sein rechter 
Endpunkt gehören soll. Wir nennen ein Intervall ein solches erster Art, 
wenn in ihm nur endlich viele y„(u) keinen Sprung haben. In einem 
solchen Intervalle hat jedes y,(u) von einer gewissen Stelle n an einen 
Sprung. Und wir nennen ein Intervall ein solches zweiter Art, wenn in ıhm 
unendlich viele y„(u) keinen Sprung haben. Wir wollen zunächst eine 
solche Auswahl von unendlich vielen %,, (%) treffen, daß in bezug auf diese 
Auswahl in jedem Intervalle zweiter Art nicht nur unendlich viele y,, (u) keinen 
Sprung haben, sondern alle ,, (u) von einem gewissen n, an keinen Sprung 
haben. Ein solches Intervall zweiter Art nennen wir regulär. 

Wir gehen zunächst — um dies jetzt auszuführen — von der Strecke 
— 1 bis +1 auf der w-Achse aus. Sind die beiden Intervalle (— 1, 0), 
(0, + 1) von erster Art, so machen wir keine Auswahl und behalten die 
Gesamtmenge der g,„ bei. Sind dagegen nicht beide Intervalle von erster 
Art, so fassen wir unter diesen beiden das linkeste Intervall zweiter Art 
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ins Auge und wählen diejenigen unendlich vielen y,(w) aus, die in ıhm 
keinen Sprung haben. Diese Menge von 9, heiße A,. Ist in bezug auf 
A, das zweite Intervall von erster Art, so behalten wir A, bei. Ist da- 
gegen in bezug auf A, das zweite Intervall von zweiter Art, dann gibt es 
unendlich viele Elemente von A,, die in ihm keinen Sprung haben und 
die eine Teilmenge A, von A, bilden. Wir behalten dann diese Teil- 
menge A, bei. Wir bekommen jedenfalls eine unendliche Menge, sie heiße 
D,., so daß in bezug auf D,, jedes Intervall zweiter Art auf der Strecke 
(—1, +1) regulär ist. Wir betrachten jetzt die vier Intervalle auf der 
Strecke (— 2, + 2) und bestimmen das linkeste Intervall zweiter Art in be- 
zug auf D,,. In diesem Intervalle gibt es unendlich viele Elemente, die 
keinen Sprung haben und die eine Teilmenge von D,, bilden. In bezug 
auf diese Teilmenge suchen wir wieder das nächste Intervall zweiter Art 
auf, usw. Wir bekommen eine Menge D,,, so daß in bezug auf sie jedes 
Intervall zweiter Art auf der Strecke (—2, + 2) regulär ist. Wir fahren 
in dieser Weise fort und bekommen unendlich viele Mengen D,,, Dis; Dis; -: - ; 
wo jede folgende eine Teilmenge der vorhergehenden ist. D, hat die 
Eigenschaft, daß in bezug auf sie jedes Intervall zweiter Art auf der Strecke 
(—n, +n) regulär ist. Jede Menge D,„ denken wir uns geordnet nach 
der Größe der Indizes von y,. Nach unserem ‚„Diagonalverfahren‘‘ können 
wir nun eine unendliche Menge D, bestimmen, die für jedes n auf der 
Strecke (—n, + n), also auf der ganzen w-Achse, die gewünschte Eigen- 
schaft hat, daß jedes Intervall zweiter Art in bezug auf D, regulär ist. 
D, ist so bestimmt, daß ıhr k-tes Element das k-te Element von D,, ist. 

Wir denken uns jetzt die Intervalle zweiter Art in bezug auf D, 
numeriert wie folgt. /, sei das nächstgelegene Intervall zweiter Art 
rechts vom Nullpunkt, /,; das nächstgelegene links vom Nullpunkt, I, das 
zweitnächstgelegene rechts, /, das zweitnächstgelegene links, usw. Wir wählen 
wieder aus D, eine solche unendliche Teilmenge A,, aus, für welche L Pn, (%ı) 


h= 


existiert, wo %, der rechte Endpunkt von /, ist. Man wähle z. B. A,, 
so, daß sie nach dem Lim sup der Menge D, in u, konvergiert. Aus A,, 
wählen wir wieder eine unendliche Teilmenge A,, aus, die auch in dem 
rechten Endpunkt von 7, konvergiert, usw. Auf diese Weise entstehen 
unendlich viele Mengen Ay. As, Aıs; --- » Nach unserem ‚„Diagonalver- 


fahren“ gibt es eine unendliche Menge A,, die in jedem rechten Endpunkt 
Journal für Mathematik Bd. 144. Heft 2. 19 
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eines Intervalles zweiter Art konvergiert. (Das k-te Element von A, ist 
das k-te Element von A,,). Da aber A,, als Teilmenge von D,, zugleich 
die Eigenschaft hat, daß jedes Intervall zweiter Art in bezug auf sie regu- 
lär ist, so folgt daraus, daß sie in jedem Punkte eines Intervalles zweiter 
Art konvergiert; denn in einem regulären Intervall zweiter Art haben nur 
endlich viele p,(w) einen Sprung, so daß für n>N alle „,(uw) in ihm 
konstant sind. Es existiert somit Lim g,,(w), wenn % ein Punkt eines 
(regulären) Intervalles zweiter Art ist. 

Wir hatten die reelle Achse in den ganzzahligen Punkten 0, +1, 
+ 2,... geteilt und zu dieser Einteilung eine unendliche Teilmenge A, 
mit der obigen Eigenschaft gefunden. Durch Halbieren der ursprünglichen 
Intervalle bekommen wir eine andere Einteilung der reellen Achse in 
kleinere Intervalle, und für diese neue Einteilung bestimmen wir aus A, 
eine Teilmenge A,, die in jedem Punkte eines Intervalles zweiter Art bei 
dieser neuen Einteilung konvergiert. Wir setzen dieses Verfahren durch 
sukzessives Halbieren der Intervalle fort und bekommen unendlich viele 
Mengen A,, A3. A,, ..., wo jede folgende eine Teilmenge der vorhergehenden 
ist. Nach unserem ‚„Diagonalverfahren‘“ gibt es eine unendliche Menge A 
VON YGn,, welche in jedem Punkte eines Intervalles zweiter Art bei jeder 
Einteilung (durch sukzessives Halbieren) konvergiert, wobei wir als Inter- 
vall zweiter Art ein solches bezeichnen, in welchem unendlich viele %,, 
keinen Sprung haben. 

Wir gehen nun von der Menge A der y,, aus*). 


Das Integral in (35.) f- en N läßt sich partiell integrieren, und 


—o 


es Ist 


+@® +® +» 
a SER [ST I On" ae 
Das letzte Integral hat offenbar einen Sinn, da b(u) monoton wächst 
und kleiner als 1 ist. Seine Konvergenz ist (in Anbetracht der unend- 
lichen Integrationsgrenzen) gleichmäßig in einem Gebiet der A-Ebene, 
welches endliche Abzissen hat. Denn setzen wir A=u-+iv, |u <M, so 
kann man, wenn ein beliebig kleines e vorgegeben ist, ein L(e) bestimmen, 


so daß 





*) Der Kürze halber lassen wir weiter den Index h in gn, weg. 
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| ft” @w +2 Du) 
(0) / a a nz er ha 


—— | 


2 ? 


- 


" 1 
> E ara 7 4 nun kl u Fr 
Wir beweisen Satz II, indem wir zeigen, daß 
Pu(a) _ regal) in | (r” 9nlW) 2 Su) 
et: Teil a / za 
gleichmäßig für das Gebiet @ aus Satz I, wo die . aus der Menge A 
entnommen sind. Da ebenso wie (40.) auch 


 (” Pn(u) u zn 
(42.) re u paul <e 


—ı@© —L 
für genügend großes Z, und zwar unabhängig von n gleichmäßig für das 
Gebiet @, so wird (41.) bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß 


: +2 (u) +Z 9,(u) 
ac I wer -/ nt 


beliebig klein ist für genügend große n, gleichmäßig für alle 4 im Gebiete @. 
Nun ist in diesem Gebiete @, wenn man 4 = u + iv setzt, v >v,>0. 





Es ist somit 
L L L 

(44.) v. Elan: du Fr a du < 7/ e (u) — y,(u) | du. 

Von diesem letzten Integrale behaupten wir, daß es für große n 
beliebig klein wird, wobei die 9, aus unserer Menge A entnommen sind. 

Bei dem Auswahlverfahren hatten wir die «-Achse in Intervalle 
geteilt. Wir markierten zuerst die Punkte 0, +1, £2,..., dann wurde 
jedes Intervall sukzessive halbiert. Ist eine beliebig kleine Größe & vor- 
gegeben, so bestimmen wir ein L(e) so, daß (40.), (42.) gelten. Man 
halbiere dann die Intervalle so weit, daß jedes Intervall kleiner als e wird. 

Wir zeigen nun, daß 


(45.) R Blu) — y,(u) du<3e, n>N(e). 
Wir zuinpen den Integrationsweg von —L bis + L ın die einzelnen 
Intervalle: 
46.) F" P(u) — y, (u) du="z "Big $(u) — y,(u) du 
2 re in {a u; BERGER 





wo “, die Eckpunkte der Intervalle sind und — bı= = u,L= u, % 
Wı—u <e 
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Wir bestimmen nun ein N(e) so, daß für jedes n > N alle y,(u) aus A 

1) in jedem von den m— 1 Intervallen, die erster Art sind, einen 
Sprung haben, und 

2) ın jedem solchen Intervalle zweiter Art (wo Lim y,(u) existiert) 


(47.) bu) — lu) <z7 für n>N 


ist. Wir zerlegen die Summe rechterhand in (46.) in zwei Teile, über die 
Intervalle erster Art und zweiter Art, d.h. wir schreiben 


m-—-1 Ur, 
(48.) 2 / "eW-AlW|dau=zE+z, 
=1 u; I 11 


wo 2 den Teil der Integrale über die Intervalle erster Art, und = ent- 


sprechend über die Intervalle zweiter Art bedeutet. 


Nun ist in > der Integrand nach (47.) kleiner als PTR und der 


Weg <2L. Es ıst also ın (48.) 


' € 
£|<szr'?L= €. 


Mit > verfahren wir folgendermaßen. Es sei das Intervall uv,— u,,, von 


erster Art. Es wird g,(w), wo n>N ist, in diesem Intervalle einen 
Sprung in einem Punkte c haben. (c ist von u, verschieden, da nach 
unserer Festsetzung zu jedem Intervall nur sein rechter Eckpunkt gehört, 
und %<4,,, Ist eben sein linker Eckpunkt.) 

Nun wird nach Satz I des vorigen Paragraphen der Wert von allen 
späteren Belegungsfunktionen Y,}„m(c) zwischen den Werten von p,(c— 0) 
und «g„(c) liegen, also auch diejenigen von 7(u)= Lim sup y,(u), X (u) 
— Lim infg,(uw) und $(u)= an zwischen ,(c— 0) und y„(c) liegen: 


n=n 


me) < be) <yu(e). 
Daraus folgt 
(49.) Pu) Z mut 9), Mur) > P(u+ 0), 
da uw. +e ıst. 
Wir schätzen nun den Integranden in n ab. Ist (u) < (u), 


wo u ein Punkt in diesem Intervalle ist, so wird 
PU) U) <Pr lu) Alu t0)< Pl) Pl +0)+ Yale) — Plur +0) 
nach (49.). Ist dagegen P(u)< y,„(u), so wird 
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Pu) Plu)<plur)— Plu+0)< Pula) Pl +0)+ Pla) Pl r0) 
nach (49.). 
Es folgt also 
(50.) Pu) — (u) < Plwrı) - Pu +0) + lH) Pur + 0). 


I 


Die rechte Seite ist die Zunahme von #(u) + y,(u) ım Intervalle 
(u, +0, u,;ı);, wo u, + 0 darauf hindeutet, daß «u, zum Intervalle nicht 
mitzurechnen ist. Nennen wir die Zunahme von P(u) + Y,„(u) ın diesem 
Intervalle Z,, so ıst 


(51.) nF blu) —y,(u) du<Z-e, (n>N) 


“kr 
da ww u <oe ist. Es ist somit 
(52.) 2|<rZ.<2::, 


da ZZ, kleiner oder gleich der Gesamtzunahme von P(u)+ Y,(u) ist und 
o<Phw)<1, 0<gy,(u) 1 ıst.e Aus (48.) und (52.) folgt aber die. 
Gleichung (45.) | 


$(u) — y,(u) du<3e. (n>N(e)) 
a 
Es ist hiermit Satz II bewiesen. 


$10. Divergenzmöglichkeit des Kettenbruches. 


In diesem Paragraphen soll die Notwendigkeit der soeben vorge- 
nommenen Auswahl dargetan werden. Es sollen nämlich solche Werte 


a„,b, angegeben werden, für welche der Kettenbruch 


(53.) K (4) = . (a,. b, reell) 


As+ A —b} 


rin, 


auch im Komplexen divergiert. 
Es sei a,=0. Setzen wir =ix2,T= Y—1, so wird 


(54.) a 


+. 


wenn man sukzessive jeden Teilzähler und Teilnenner mit — ı multipliziert. 
Der Kettenbruch (54.) wird nach dem bekannten Kriterium für Ketten- 
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brüche*) mit lauter positiven Elementen, konvergieren oder nicht für »>0, 
je nachdem 


(55.) 3 B,„ divergiert, wo ION. BR b,B,=1, 
n=1 B,—ı Bn 


oder micht. Setzt man z. B. b;=c", so wird K(ix) für >00 kon- 
vergieren, wenn ce <{1 ist, und divergieren, wenn c>1 ist. 

Jedenfalls werden bei a,= 0 sowohl die geraden wie die ungeraden 
 Näherungsbrüche von (53.) für sich konvergieren. Es ist dies bekannt 
für 2>0. Wir zeigen, daß diese Konvergenz für alle nicht rein ima- 
ginären x, also für alle nicht reellen A stattfindet, und zwar gleichmäßig 
in einem endlichen Gebiete @ der 4-Ebene, welches einen minimalen von 
Null verschiedenen Abstand von der reellen Achse hat. 

Es gilt nämlich folgender Satz. 

Satz III. Konvergiert der Kettenbruch (53.) für unendlich viele A, 
die mindestens eine endliche nicht reelle Häufungsstelle haben, so komver- 
giert K(4) für alle nicht reellen A, und zwar gleichmäßig in einem 
endlichen Gebiete @ der A-Ebene, welches einen minimalen von Null ver- 
schiedenen Abstand von der reellen Achse hat. 

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir einen Satz von Vitali **) 
(eine Erweiterung eines Satzes von Stseltjes). 

Er besagt folgendes: Es seien die analytischen Funktionen 

ONE 27 SER: 23ER 
für alle A in einem endlichen Gebiete @ regulär und gleichmäßig beschränkt, 
d.h. es gebe eine absolute Konstante Ü derart, daß für alle A in @ 
Aa) <C 
ist. Es existiere ferner 


Lim f,(4) 


n=wX 


für unendlich viele Punkte in @, die mindestens einen Häufungspunkt .im 
Innern von @ haben. Dann existiert für alle A im Innern von @ gleichmäßig 


Lim /,(4)= (A). 


n=»n 


Um den Satz III zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daß die Folge 
der Näherungsbrüche on, gleichmäßig beschränkt ist für alle A in einem 








*) Vgl. etwa Perron, die Lehre von den Kettenbrüchen (Leipzig 1913) S. 237. 
**) Rendiconti del Reale Istituto Lombardo di scienze e lettre Ser. II, t. XXXVI 


(1903) p. 772— 774. 





nn 
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Gebiete @, welches einen minimalen von Null verschiedenen Abstand von 
der reellen Achse hat. Nun ist in @, wenn man = u-+ iv setzt; 


v Be, Yu _>d. 
Es wird also in @ 
P„(4) . M\” 1 
56. “ 
(66.) 0) Fa hp >” ’ 


da 35 M"=1, MW" 0, 1—1” >», inG, also gleichmäßig beschränkt. 
i=1 


Es ist somit Satz III bewiesen. Ist aber (55.) 55 B„ konvergent, 
n—=1 


1 u 3" £: 
B,—ı B, 1 b, ı B, = 1, so wird 
. Pan (A) 5 Pon+ı()) 
57. Lim X Lim 1() 
| n=n QJan(A) Fr an on (Jon+1 (A) 


für rein imaginäres A. 
Es wird dagegen unser Kettenbruch im Komplexen konvergieren, 
wenn die Teilzähler b2 eine obere Schranke haben: bE<B>1l. Es ist 
P,() 1 b: b2 b2 b?b2 ...B_, 
= — + — 2 + ..0.- s ; o=1. 
Berater te 9 
Die Nullstellen A,, Aa, ... Ag; von Q;,@;;, sind sämtlich reell. Für = + ız, 


ı >2B wird 


(58.) 


(59.) Qui - Rn >FB. 
Es wird also der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes in a 
b?...b; B' RE 
Ba: dilirı Spy 
und somit konvergiert die Folge Au zunächst für = +ız, 2 >2B. 
Aus Satz III folgt aber, daß Lim Fa(A) für alle nicht reellen ı 


n=®© An (2) 


existiert, und zwar gleichmäßig in einem endlichen Gebiete @, welches 


einen minimalen von Null verschiedenen Abstand von der reellen Achse hat. 


Kapitel IV. Funktionentheoretische Anwendungen. 


$ 11. Die erzeugende Potenzreihe besitzt einen Konvergenzkreis. 
Wir gehen jetzt, wie im 2. Kapitel, wieder von einer Potenzreihe 
f(z) ohne konstantes Glied aus. Es sei 
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(61.) e)=th2zt+h+t:., bel, %redl. 
Wir machen die Voraussetzungen, erstens, daß f(z) in einem Kreise mit 
dem Radius R konvergiert, und zweitens, daß die Determinanten 





SEE Te RE 
u Ks) 
| 
A, Eh Wei | BE ERER 
>» u. - iR 2 B Be Br | 
In_2 In 1 L, In. | 
| in—ı I, In+ı er,“ Con. 


sämtlich positiv und von Null verschieden sind. 


Alsdann wird /(z) einen unendlichen Kettenbruch X ( ) mit reellen 


Koeffizienten und negativen Teilzählern erzeugen : 


1 1 
(62.) Kü)= in (= -); 
,+i—:. 
wie es im ersten Kapitel dargetan wurde. Es folgt weiter aus dem 
Konvergenz-Satz I des zweiten Kapitels, daß RC) in dem Konver- 


genzkreis von f(z) ebenfalls konvergieren wird und gleich f(z) ist, und 
ferner aus Satz III des vorigen Kapitels, daß ÄX (A) für alle nicht reellen 4 
konvergiert. Andererseits hatten wir eine Integraldarstellung für den Grenz- 
wert einer Auswahl von Näherungsbrüchen des X (4) gewonnen. Diese Auswahl 
ist jetzt entbehrlich, weil ja X(A) im Komplexen konvergiert. Es ist also 


Ka-Ra- [zn 


1—u 
Nun hatten wir im zweiten Kapitel gezeigt, daß, wenn (2) konvergiert, 
die Nullstellen A” der Näherungsnenner Q,(A), absolut genommen, eine 


obere Schranke haben, und zwar ist nach (19.) 4 < 5. Die Belegungs- 


punkte « der Belegungsfunktionen „,(w) befinden sich demnach alle im 
Intervalle (= 2 + 2). Es wird somit auch ?(%) nur in diesem Inter- 


valle wachsen können. Es wird 


(63.) f(z2) = KA) = a ke ven 
—1/R “s 


wo S=1/R gesetzt wird. Diese Integraldarstellung (63.) gilt für alle 
nicht reellen 4. 


’ 








PEBNTD >> „ 
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Aus der Integraldarstellung (63.) folgt sofort, daß f(z2) für alle 
nicht reellen z endlich bleibt und von Null verschieden ist. Denn setzen wir 
„= u+ iv, v+0, so wird der imaginäre Teil von f(z) 


a) f ED +0, 


“ (u — 2)? + v” 


wenn » +0, da d#(u) >0, und nicht identisch Null ist. 


$ 12. Die erzeugende Potenzreihe ist Element einer meromorphen Funktion*). 
Wir machen jetzt noch die Voraussetzung, daß die erzeugende 


Potenzreihe f(z) Element einer meromorphen Funktion ist. Die Fort- 
setzung von f(z) ist also in der ganzen z-Ebene bis auf Pole regulär. 
Diese Pole sind nun alle reell, wie es am Ende des vorigen Para- 
graphen hervorgehoben wurde. 
Wir werden jetzt zeigen, daß unsere Integraldarstellung (63.) noch 
wesentlich mehr über den Charakter der Funktion f(z) zu folgern gestattet. 
Wir zeigen, daß in diesem Falle unser Integral gleich einer unend- 


lichen Summe über diskrete Punkte «, wird, wo n die Pole von f(z) sind. 
Die Punkte u, haben als einzige Häufungsstelle den Punkt Null. Diese 


unendliche Summe ist die Mittag-Lefflersche Entwicklung von f(z). Wir 
zeigen hiermit, daß die Mittag-Lefflersche Partialbruchdarstellung der Funk- 


. F4 3 
tion ——- von konvergenzerzeugenden Summanden frei ist. 


Wir zeigen zunächst, daß $(u) im Innern eines Intervalles («,, «,), 
wo 4, u, zwei benachbarte Pole von =.) sind, keinen Sprung haben 


kann. Denn gäbe es einen Punkt u, u, < u << u, so daß dB(u) eine end- 
liche positive Größe ist, so ist leicht zu sehen, daß der imaginäre Teil 
unseres Integrales für A=u-+ ve unendlich groß wird für Lim «= 0, gegen 


unsere Voraussetzung, daß =) regulär ist. Es ist 


1 +85 — ed$(u) 
u‘, )),_ u+ie m (u— ne 


*) Man kann beweisen, daß die erzeugende Potenzreihe von K(A) keine ganze 
transzendente Funktion von : darstellen kann. Aus der Beschränktheit von K(}) im 
Komplexen folgt sogar, daß, wenn eine ganze Funktion 9(z) sich als eine Summe von 
endlich vielen K(4) mit konstanten Koeffizienten darstellen läßt, also 

9) aKıld) + +mKnld), 
sie eine lineare Funktion von z ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 20 














is 
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P(u) 


Dieses Integral enthält ein Elemen u welches unendlich groß würde 


für Lim e= 0; alle anderen Elemente des Integrales sind von demselben 
Vorzeichen und können es nicht aufheben. Es hat also D(u) keinen 
Sprung ın u. 

Wir zeigen jetzt die Unmöglichkeit, daß &(u) im Innern eines 


Intervalles (u, %,), wo A=u,u, zwei benachbarte Pole von (2) sind, 


stetig wächst; es muß also &(u) im Innern eines Intervalles (u,, u,) kon- 
stant sein. Man kann diese Behauptung noch verallgemeinern. Die Funk- 


tion (4) sei im Intervalle («, u,) nicht regulär. Das betreffende Inter- 
vall sei für r(5) eine Verzweigungslinie. Geht A durch das betreffende 


Intervall hindurch, so erleide f (=) einen Sprung S(A), wo S(A) eine stetige 
Funktion von A ıst, Es soll, wenn man A=r-+ vs setzt, 
1 1 1 
Lim MC a, |- S(x) 


gleichmäßig für alle x des Intervalles sein. Wir behaupten, daß &(u) ın 
db(u) SS (u) 

du 2in' 
Ist speziell r( 5) im Intervalle regulär, so ist S(u)=0 und 





dem betreffenden Intervalle differenzierbar ist und 























N 0, also P(u) im Innern des Intervalles konstant. 
Beweis. Es ist 
tv dBlu) _ Ir BliWdu d +2 Bl(u)du 
(-;) -f tie — u / (a +ie—u® da » zt+ie— u’ e >. 
Es wird 
te Blu)du Ltr DBlu)du _ d +@2ie Bl(u)du 
)- H-) = il / z—ie—u J BAT (eu)? + &' 


Wir zerlegen den Integrationsweg von — oo bis + oo in vier Teile. Wir 


S"- S"rSHf" af” 


z-Ye * z+Ye 


schreiben 


Das erste und vierte Integral streben nach Null für Lim e=0. Es ist 
nämlich, da o<P<I1T, 
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z—Ve Pan 
< 13 28 du ” E arc tg u—ı% 


u=r—yVs 





| a (u) du 


(u—xX)? + 


—(&%0 | 








(u— 2) + e 





Es wird somit 


=—VedieB(u)du ya 1 
Fi rm re u -artg,;). OL, 


| 


Ebenso wird 


+09; 

21eP(u)du ./T 1 P 

muß: — are 0<i 
z ua te v2 2i(, arc tg 72): )<,<lL. 

Das zweite Integral ist 
” 2iEeD(u) du u“ BR, 1 a 
= (u-a%+& = 22: P(z — 3 Ve). arCc tg V.’ 0<<1, 
z—Ve 


da nach unserer Annahme 2(u) in diesem Intervalle stetig ist. Ebenso wird 


y- Died(u)du 


(u—t? + e 
z 


Es wird somit 





1 
= 21-P(z+9" Ve). arc tg US ER 


[ 2ieP(u)du 


(64.) Gare Fin bla) tinla,e), 


wo |n(z,8)| mit e gegen Null konvergiert, gleichmäßig für alle z im 
Intervalle (w,,u,). 


Nun ist uns gegeben 


1 1 ar d ” DieP$(u)du ü 
im IM) Sn S pre 3 
gleichmäßig für alle x im betreffenden Intervalle. Ist ein beliebig kleines 
d>0 vorgegeben und sind 2, <x, irgend zwei Punkte im Intervalle 
(u,, %,), so ist 
” 2ieB(u)du .” 2ieb(u)du - ("S(a)da+ FE 


(%,— u)? + & I M-u’+e 








—ı 


wo —1<4<Z1 für genügend kleines 2. Nach (64.) folgt 
2in(B() Ba) + nlm,e)—na,e)= / S(d)de+i9dm 2). 


7, 


Es ist somit 


|2in(P(%,) _ B(a))— / S(e)dz I 0, — 2) +2in(z2,e)|, 
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also beliebig klein für kleine ee Es muß demnach sein 


2in(B(2,)— b(a))= / S(a)dz, 
also y 
dP(u) _ Su) 
du  2in 


Dies gilt, wenn (3) im Intervalle (w,, u.) verzweigt ist. 


(65.) ‚w.z.b. w. 


Nach Voraussetzung ist aber N $ regulär im Intervalle (w,, %,). 


S(u) ist also identisch Null. 
Es ıst somit d$(u) = 0 im Innern des Intervalles, und P(u) ist 
im Innern eines Intervalles (w,, u.) konstant. 


+8 in 
Unser $ - wird eine unendliche Summe über die Punkte «,, 
—$ 


wo 2= h ein Pol von f(z) ist, und ev. über den Punkt v=0. Es wird 
(66.) I@)= 27. ") 
Die u, haben als einzige Häufungsstelle den Punkt Null, da die I als 


i 


Pole von f(z) die einzige Häufungsstelle > haben. 
Dividieren wir (66.) durch —z, so bekommen wir 








1 
Ydb ( )-2i 
fd) _y dPlw) _ .. AN En... 
(67.) a — mi w2—1 — d»(0) -H Blen Bon C 4 2 en 


woc=d®#(0), R= do( .) u, 8 = ı und der eventuell auftretende Punkt 
u= 0 aus der Summe abgesondert ist. 

In (67.) haben wir für —{( eine Mittag-Lefflersche Partialbruch- 
darstellung ohne konvergenzerzeugenden Summanden gewonnen. Sie kon- 
vergiert absolut und gleichmäßig in jedem endlichen Bereich der z-Ebene, 


der einen endlichen Abstand von den 2, hat; denn es ist 2|d#(2)|=1, 





und der Faktor — — hat in einem solchen Bereich absolut genommen 


eine obere Schranke. 





a ae » dB(u 
*) Es ist die Ableitung von f(z) nach 4 gleich 2 at negatw für alle 
. . dP(u; 
reelle A, und die Ableitung nach z ist positiv für alle reelle 2. Die > eh kon- 


vergiert ebenfalls gleichmäßig wie (66.) 
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$ 13. Beispiel für eine eigentliche Integraldarstellung. 
Als Beispiel, in welchem man &(u) explizite aufstellen kann und 
wo das Integral sich aber nicht auf eine Summe von abzählbar vielen 
Summanden reduziert, wird uns der periodische Kettenbruch dienen. Es sei 


er De 1 
An -4- ) zu b? 


Es wird 

. (an + A+ Y) de 1 —b, ae Eu 4 Ir 1 

ı) = ; = 

y( ) (@, r 4 + Y) An 2 by—ı (n—2 In nz Y Gn-1 
Daraus folgt für y eine quadratische Gleichung 
Yon + yvQa—- Pu) - = 0, 

Pu—ı— Qn + (Qn—Pn-ı? +4 Pr Qn-ı _ Pa-ı— Qnt On + Pu-?— 45383 br 

2 Qn_ı r 2Qn 1 
Es ist leicht zu sehen, daß die eine Wurzel dieser Gleichung sich in eine 


Potenzreihe nach ganzzahligen Potenzen von z entwickeln läßt. Als kon- 
vergente Potenzreihe wird sie einen Kettenbruch erzeugen, der ebenfalls 
in diesem Kreise konvergiert und gleich der Potenzreihe ist. Der Ketten- 
bruch wird für alle nicht reellen A konvergieren, wie aus der Integraldarstellung 
(63.) folgt. Die Pole unserer Funktion y (4) sind sämtlich reell und einfach, als 
Nullstellen von Q,_, (4). Die Verzweigungslinien unserer Funktion y(A) werden, 
da aus der Integraldarstellung (63.) für y(A) folgt, daß dieser Zweig der zwei- 
deutigen Funktion für alle nicht reellen A regulär ist, aus Stücken der reellen 
Achse bestehen. Bezeichnen wir die Diskriminante der quadratischen Gleichung 
für y mit D=(Q,+ P,_,)’— 4b} ---b}, so muß D lauter reelle Nullstellen 
haben. Beim Überschreiten der Verzweigungslinie in einem Punkt u wird 





y(4) einen Sprung S(u)= un ) erleiden. Nun haben wir bewiesen, daß 
n—1 
or ei un a für die Intervalle, in denen $(u) stetig ist. (uw) kann aber 


nur Sprünge haben, wo y(4) einen Pol hat, d. h., wenn der Nenner 
Qu1(4)=0 ist. Es muß S(wu) längs der Verzweigungslinien rein ima- 


es muß also D<0O0 sein. Auf 


ginär sein. Nun ist S(w) 


Se v. 
An (u) ’ 
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diesen Verzweigungslinien muß (u) stetig sein, da $(uw) nur an den 
Nullstellen von Q,_, Sprünge haben kann. Wenn aber Q, ,=0 ist, so 
ist D= (u — Ps” +4P,Q, 1 = (4% —-P.)?>0. Es wird 
dB) _ +V—Diw 
DT eron 
Sondert man in der Integraldarstellung (63.) die Unstetigkeitsstellen von 
$(u) aus dem Integrale ab, so bekommt man 

















1 fVAabE bi — (An + Pa) n_1de(A,) 
a an drin 
(Y reell) 
oder ausführlicher 
Pu) — Qu (A) + V(Qn + Pu? —4b} +++ bi 

2 In (A) 

_ 1 ya Vabr ba — (On) + Pa-rm)® 7,1 "5 IP (A) 

ur 2 (4 — u) | Qn—ı (u) | i=1 A—); . 

(D<0) 


wo das Integral über die Intervalle, wo D<< 0, erstreckt wird. Sie liegen 
im Endlichen, da im Unendlichen D=(Q,+ P,_)’—- 4b ---b55 >0 ist. 
Die endliche Summe erstreckt sich über die Nullstellen A, von Q,_,()). 





$ 14. Realität der Pole und Nullstellen und die Form der Mittag-Lefflerschen 








Entwicklung meromorpher Funktionen. ; 
Es sei r(z) eine reelle meromorphe Funktion von 2, die also in 
der ganzen z2-Ebene bis auf Pole regulär ist. Im Punkte z=0 sei r(2) 
regulär. Wir schreiben die Entwicklung von r(z) nach Potenzen von 2: 
(68.) —r(2)en +tn2+n®+.-, 
r;, reelle. Wir machen die Voraussetzung, daß die Determinanten 
PB. N 1 
r; Tg 3 !, 
(692 u BO ent 
"a2 In-ı In «+ Fans | 
ne Ba Se | 


sämtlich positiv und von Null verschieden sind*), oder was dasselbe ist, 





*) Diese Voraussetzung ist nach Kapitel I gleichbedeutend damit, daß —r(2)-: 
sich in einen Kettenbruch mit reellen Koeffizienten und negativen Teilzählern ent- 


wickeln läßt. 








RE RL BU ai 
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daß die quadratische Form ss 144% %, für jedes n eigentlich positiv definit 
i, k=0 


ist. Es folgt nach dem Ende des elften Paragraphen, daß r(z) lauter reelle 
Pole und Nullstellen hat*). Es wird überdies nach (67.) des $ 12 r(2) 
eine Mittag-Lefflersche Entwicklung ohne konvergenzerzeugenden Sum- 
manden besitzen, d. h. also eine Entwicklung von folgender Form: 


(70.) r@)= 3.0, 


wo 2, reell, R/2, >0, ce > ist. 
Es konvergiert (70.) absolut und gleichmäßig in jedem endlichen 
Bereich, der einen endlichen Abstand von den Punkten z, hat. Denn es 


ist I |R,z,| = > R/z, =—c—r(0) endlich nach Voraussetzung, und der 
i=1 


i=1 


Zi . . . . 
Faktor —— hat in einem solchen Bereich absolut genommen eine obere 


Schranke. Es folgt auch aus (70.), daß r(z) nur einfache Pole hat**). — 
Wir machen nun anstatt (69.) die Voraussetzung, daß die quadratische 


n 
Form PL positiv semi-definit ist von einem gewissen n an, oder, 
i, km 


was dasselbe ist, daß 
(71.) >64, >, et et... 


Aus (71.) folgt, daß die Koeffizienten r, von r(z) einer Rekursionsformel 
aus n+ 1 Gliedern mit konstanten Koeffizienten genügen. Dies bedeutet, 
daß r(z) eine rationale Funktion von 2 mit einem Nenner vom n-ten 
Grade ist. 


Es folgt dann aus (71.) nach unserem ersten Kapitel, daß 


n A ; 
n2+n2°+ net =—rl)e2= 3 
i=1 u 
ist, wo is, M,>0. Es wird 


(72.) (= 3 —--e, 





*) Es folgt übrigens auch, daß r(z) für nicht reelles x keinen positiven Wert p 


annehmen kann. Da r(2)—p ebenfalls (69.) erfüllt, weil x Y;+2%7%, +p-2% um so 
i,k=0 
mehr eigentlich positiv definit ist, so kann auch r(z)—p nur reelle Nullstellen haben. 


**) Aus der Kettenbruchentwicklung von — r(z)-z ist leicht zu schließen, daß 
r(z) nur einfache Nullstellen hat. Man kann es auch schließen aus der Fußnote am 
Ende des $ 12. 
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wo 23= R;,= M,z2,, c=M, von dem eventuell auftretenden Punkt 


I 
1,=0, und m=n oder n—1, je nachdem c=0 bzw. ce >0 ist. 

Es folgt übrigens auch, daß r(z) im Konvergenzkreise keine reellen 
Nullstellen haben kann. Denn es werden alle Glieder in der Summe (70.) 


negativ, wenn z im Konvergenzkreise liegt und reell ist, weil für solche 2 


das Vorzeichen von 2—z, dasselbe ist wie von — 2, und AR, das 
. . R: . . 
Vorzeichen von 2; hat. Es wird also —- <0 sein, und somit kann 
u 4 
ao Ri 
> - — ec nicht verschwinden, da auch —ce<{0 ist. 


i=17 7% 

Wir bekommen folgenden Satz*): 

Satz I. Eine reelle meromorphe Funktion r(z), die im Nullpunkt 
regulär ist, hat lauter reelle einfache Pole und Nullstellen, wenn die aus den 


Koeffizienten von —r(z) gebildete quadratische Form 3 r;,,%;7, positiv defr- 
i,k=0 


nit ist für jedes n. Alsdann hat r(z) eine Mittag-Lefflersche Ent- 
wicklung ohne konvergenzerzeugenden Summanden, zu welcher nur eine 
negative Konstante hinzugefügt werden kann. Ihre Residuen sind posıtıv 


für positive Pole und negativ für negative Pole. Es wird r(z)= 3 . — 6, 
i=1- <i 


wo 2, reel, R/2z;,>0, e >0 sind. Insbesondere ist r(2) eine rationale 
Funktion von z dann und nur dann, wenn die positiv definiten quadra- 
tischen Formen 3 r;,,%;%; bloß semi-definit positiv sind von einem gewissen 
i,k=0 
n an. 
Unser Satz I läßt sich auch umkehren. Ist eine meromorphe 


Funktion (z) = FM 
i=1 


2 —%; 





gegeben, wo 2, reell, R,/z, > 0 und r(0) regulär ist, 

—r@)en+tr2tr+ ++, so ist 3 7,,,%%, für jedes n eine positive 
i,k=0 

definite quadratische Form. (Wenn man zu r(z) —c hinzufügt, wo ce >0, 

so wird r, um + c vergrößert, und *£r,,,%,2, wird um so mehr positiv 

definit sein.) 


*) Es läßt sich ebenso zeigen, daß, wenn r(z) nicht meromorph ist, sondern 


isolirte wesentlich singuläre Stellen im Endlichen hat, r(z) = &, me ist, wo 2; 
(i) < Ai 


reell, R/ı >0,e>0. Die Häufungsstellen der : sind die wesentlich singulären 
Stellen von r(z). Die Konvergenz ist absolut und gleichmäßig, ähnlich wie (70.). 
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z, die 


R; . . \ 

.  Bezeichnen wir mit 2, 
v+l p 
ı 


Beweis. Es ist ,=-+2 5 


positiven bzw. die negativen Pole von r(z), so wird R,>0,R,<0 sein. 
Unsere quadratische Form 


n 11 1 1 1 e 
ze Yıık T; TI == - I( Vz Lo + y/ 7 Lı + Pr Tg + ie r er Zn) R,| 
p 


a Vz} Vz; 
1 1 3 | 
ie 2 as x + Va T% + ... -4- V_ „an-1 2) (— R, | 


ist als Summe von Quadraten mit positiven Koeffizienten nicht negativ 


n 
w. z. b. w. Ist von einer gewissen Stelle n an, die $ r,., 2,2, nur semi- 
(,k=0 


definit positiv, so ist, wie wir schon bewiesen haben, r(z) eine rationale 
Funktion von 2. 
Wir fassen das Resultat im folgenden Satze zusammen. 


Satz II. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
eine meromorphe Funktion r(z) sich durch 55 = — c darstellen läßt, wo 


i=1 2%; 
z, reel, R/z2, >0,c>0, ist die, daß die quadratische Form 55 Yyrn 2 % 
gi Er di, k=0 
positiv definit ist für jedes n; dabei ist r(z) im Nullpunkte als regulär voraus- 
gesetzt und — r(2)=n+trn2+r7++. Es wird speziell r(z) eine 


rationale Funktion von 2 sein, wenn 2 r,,,%,%, von einem gewissen n an 


i,k=0 


nur semi-definit positiv ist. 
Wir wollen jetzt von unserer meromorphen Funktion r(z) voraus- 
setzen, daß 
zZ Tiyarm % 7 
positiv-definit ıst für jedes n bei einem festen m. Es folgt dann nach 
unserm Satz I, daß die Potenzreihe 


R; 


— I In 2 Img ? = 5 Ya 
ist, wo 2; reell, c>0,R,/z,>0 ist. Multiplizieren wir es mit 2”, so wird 
‚m (#2) + Re 
EEE en | Fr ze 5 An N 
2—% z—2; 
(73.) Re 
= — c2"”+ z| =“ + Ra" + zz" tr... + |. 


l2—-% 

Diese Summe ist eine Mittag-Lefflersche Entwicklung, wobei der kon- 

vergenzerzeugende Summand ein Polynom (m — 1)-ten Grades ist. Es ist 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. >] 
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also r(z) selbst eine solche Mütag-Lefflersche Entwicklung, da man zu (73.) 
nur das Polynom (m —1)-ten Grades — 1, — tr, 2— +: — r._1 2”! hinzuzu- 
' fügen hat, welches man in die Summe hineinziehen kann. Zu dieser Ent- 
wicklung kann nur — cz” hinzukommen. Es wird 


r(2) = — cz” + zit m + Pl, I), 
wo Pr) ein Polynom (m — 1)-ten Grades in — ist. 


& 
r(z) hat lauter reelle einfache Pole. Seine Residuen AR; sind, 
bei geradem m, von demselben Vorzeichen wie die Pole, und bei un- 


geradem m, positiv, da R,/z,>0 ist. Ist die quadratische Form 


SF T7;j44m%%, positiv definit, sowohl für irgendein gerades m als für ein 
ae m (für jedes n), so folgt, daß r(z) lauter einfache positive Pole 
hat, da die Residuen von r(2) für negative Pole nicht positiv sein können 
kraft der ersten Voraussetzung, und nicht negativ sein können kraft der 
zweiten Voraussetzung. Ist umgekehrt: 


so wird 3 Y4rım%;%, Positiv definit sein für jedes n. (Wenn r(z) noch 


iv. k=0 
ein Glied — cz” enthält, so wird caz zu 3 Y5r4ım%%, hinzukommen, wo 
i,k=0 


ce>0 ist, und die Form erst recht positiv definit sein). 
Es ist nämlich leicht zu sehen, daß 





BE I ne AHREE ae ALTE _— 
m m+L1 s 2 —% ’ 


da die Koeffizienten r,„,"„4+1,... von P„ _, nicht beeinflußt werden. Es 
wird — 1, — Ta ? Ina — -2 A und nach unserm Satz II wird 
die quadratische Form B3 Y;4x+m%%, Positiv definit sein für jedes n. Wir 
i,k=0 

fassen unser Resultat im folgenden Satze zusammen: 

Satz III. Es sei r(z) eine reelle meromorphe Funktion von z, die 
im Nullpunkt regulär vst. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß r(z) lauter reelle einfache Pole hat und sich zugleich durch die 
folgende Mittag-Lefflersche Entwicklung darstellen läßt: 


Kl + Bu. 











A). 
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. 
n 


v 


(wo 2, reell, R/z, > 0 und ' ap | > ) ein Polynom (m — 1)-ten Grades in 


m 


ıst, P_,= 0), besteht darın, daß die quadratische Form 3 r;;,, 


2,%, Post- 
i,k=0 


tiv definit ist für jedes n, wo die r, aus 
r(@)ent+n2+tn2H+ 
entnommen sind. 
$ 15. Realität der Nullstellen und Geschlecht ganzer transzendenter Funktionen. 


Wir wollen unsere meromorphe Funktion r(z) spezialisieren. Es 
sei 9(z2) eine reelle ganze transzendente oder rationale Funktion von z, 
die ım Nullpunkt nicht verschwindet: 


(74.) yı@)=HtN2tnR +, g; reell, 9, + 0. 
Wir setzen für r(z) die logarithmische Ableitung von g(z) 
g (2) 
e x? 
Es wird 
u. =—r@)=s_,+8s2+s12°+--, 
wo die s_, durch die Newtonschen Rekursionsformeln bestimmt sind: 
(75.) Io8_mt Im nt "rt Im-15-ı Fr MMO. ante iu ach 


Im Falle, daß g(z) eine ganze rationale Funktion ist, wird s_, die negative v-te 
Potenzsumme der Wurzeln von g(z)= 0 sein. Wir wollen unseren Satz II 
des vorigen Paragraphen auf unsere logarithmische Ableitung r(z) anwenden. 


Damit die Darstellung 


(76.) r(2)= 5 un —c 


i=1 2% 


möglich ist, wo 2, reell, R,/2, >0, e > 0 sind, ist notwendig und hinreichend, 


— 
. 
i,k= 


Nullstellen von g(z), welche ja die Pole von r(z) sind, zunächst sämtlich 


daß die Formen 5 s_,;,.,n%%, positiv definit sind. Dann werden die 
0 


reell sein müssen. Es folgt aber noch mehr. Da die AR, als Residuen einer 
logarıthmischen Ableitung positiv sein müssen und R,/z,;, > 0 ist, so müssen 


auch die 2, positiv sein. Es folgt also aus (76.), daß g(z) lauter positive 
Nullstellen hat. 
Aus (76.) folgt weiter 


Sre) dz er N 
(77.) = me nl-,). 


Es ist also g(z) vom Geschlecht Null bis auf den Faktor e“. 


21” 
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Wir fassen das Resultat im folgenden Satze zusammen. 

Satz Ila. Es sei g(z) eine reelle ganze rationale oder transzendente 
Funktion von z, 9(0) #0. Es besteht die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß g(z) lauter positive Nullstellen hat und vom Geschlecht 
Null ıst, bis auf einen Faktor e”*, wo c>0, darin, daß die quadratische 


Form 3 5_g4s41%%, positiv definıt ıst für jedes n, wo die s_, durch (75.) 
i,k=0 


bestimmt sind. 

Es ist insbesondere g(z) eine ganze rationale Funktion von 2 mit 
lauter positiven Nullstellen, dann und nur dann, wenn diese quadratische 
Form bloß semx-definit positiw ıst von einem gewissen n an. 


n 
Wie schon erwähnt, wird die quadratische Form & s_.,,41%;%, dann 
0 


i,k= 


und nur dann eigentlich positiv definit sein für jedes », wenn die Deter- 





minanten 
s_, 
S_2 8_3 54 S—(n+1) 
(78.) a ee 
S_n-1) Sn S-An+1) * + » S_(2n—2) 








Sn SISn+n S-un+2) * + + San) 
sämtlich positiv und von Null verschieden sind, und sie wird bloß semi- 
definit positiv sein von einem n an dann und nur dann, wenn 


(79.) 4,0 für i=1,2,..n, und A,„=0 für m=1,2,... . 
Die Voraussetzungen (78.) oder (79.), sind äquivalent mit der Voraus- 
—g (2): 2 
9%) 
zienten und negativen Teilzählern erzeugt. 


setzung, daß die Potenzreihe einen Kettenbruch mit reellen Koeffi- 





In ähnlicher Weise übertragen wir Satz III des vorigen Paragraphen 
auf g(2). Wir bekommen folgenden Satz: 

Satz IIla. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
reelle \ 





eine reelle und ganze transzendente Funktion g9(z) (g(0) +0) lauter | ih 
positive | 


Nullstellen hat und vom Geschlecht m ist, bis auf einen Faktor e*"*", wo 


ce>0 ist, besteht darın, daß die quadratisch Form  S_urarmrı % % 
. i,k=0 


$ 
i 
1 
j 
| 





ET RT 





% 
$ 
Da 
r 
1 
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ungeradem 


positiv definit ıst für jedes n bei m, wo die s_, durch (75.) 


| geradem 
bestimmt sind. 


Es läßt sich auch folgender Satz leicht beweisen: 

Satz IV. Es sei g(2) eine reelle ganze transzendente Funktion von 2 
(9(0) +0). Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß g(z) 
nur solche komplexen Nullstellen hat, die auf Strahlen in der z-Ebene liegen, 
wo m-te Einheitswurzeln sich befinden, und daß zugleich g(z) vom Geschlechte 
m—1 bis auf einen Faktor e’® ist, besteht darin, daß die quadratische Form 


FE S_irerım %%, positiv definit ist für jedes n, wo die s_, aus (75.) be- 
i, k=0 


stimmt sind. 

Dabei bedeutet y(z) eine ganze transzendente Funktion von 2, die 
nur an die Bedingung geknüpft ist, daß in ihr die Koeffizienten von z'” 
für k=2,3,... verschwinden; der Koeffizient von z” ist negativ. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Bildung des Produktes 

9(2) -g(wz)-g(w*z).+-g(w"z)= G@(2"), 

wo w eine primitive m-te Einheitswurzel ist, und Anwendung unserer 
Sätze auf @(2”). 


$ 16. Ganze transzendente Funktionen vom Geschlecht Null, deren Nullstellen 
nur negative reelle Teile besitzen. 


Hurwitz*) hat gezeigt, daß ein reelles Polynom 
P(z)= p(z,y)+ iq, y), wo 2=r+ ıy, 
dann und nur dann nur solche Nullstellen hat, deren reeller Teil nega- 
tiv ıst, wenn die Nullstellen der Polynome »(0,y) und g(0,y) ın y 


durchweg reell und verschieden sind und sich gegenseitig trennen, und 


zwar in der Weise, daß die Residuen von 10.9) negativ sind. 


p(0,9) 
Man beweist es, indem man P(e2)=(1— = )-(1- - ) setzt und 
u 


die Zunahme des Arcus 3 von P(2) für z=iy betrachtet, wenn % 
von —coo bis +co läuft. Da dabei der Arcus jedes Faktors > =" 


um z zunimmt, wenn z, einen reellen negativen Teil besitzt, so wird 


der Arcus 9 von P(z) selbst um n-r zunehmen, wenn y von —w 


bis +co läuft, für z=iy. Nun ist tg9 — 10:9) für z=ıy. Es 


p(0,y) 
*) Math. Ann., Bd. 46, 
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muß also tg9 n-mal von +co nach — oo übergehen, und dies kann 
nur bei einer Nullstelle von p(0,y) stattfinden (und einmal im Un- 
endlichen, wenn p(0,y) vom (r—1)-ten Grade und g(0,y) vom n-ten 


[ positiven n 
negativen 


sein muß. Dies bedeutet, daß die 


Grade sind), wobei beim Übergang von »(0,y) von 


j negativen | [ positiv | 


Werten 9(0, y) 


| positiven J U negativ J 


Nullstellen von g(0,%) und p(0,y) sämtlich reell verschieden sind und 
sich gegenseitig trennen in der Weise, daß die Residuen von an negativ 


sind. Ebenso folgt umgekehrt, daß, wenn »(0,%), 9(0,%y) lauter reelle 


10,9) 
p(0,y) 
negativ sind, dann P(z2) = p(z,y) + gq(x,y) nur solche Nullstellen besitzt, 
deren reeller Teil negativ ist. 


verschiedene Nullstellen haben und zugleich die Residuen von 


—4(0, 
rn oder auf 2 wu (je nachdem n 


gerade oder ungerade ist) das Kriterium unseres Satzes I, Kapitel I, an, 


Wendet man nun auf 


so gewinnt man ein entsprechendes Kriterium für P(z). 

Hurwitz hat diesem Kriterium folgende Gestalt gegeben. Ist 
P()=@+42+"+a,2”, = 1, so müssen die n ersten Hauptunter- 
determinanten der Determinante 

9 9089 „..... | 
(80.) G; te & MV ..:.:. | 
ı% ds (4; die dy 77 ... 
positiv sein. 
Wir wollen nun das Vorhergehende auf reelle ganze transzendente 


Funktionen vom Geschlecht Null übertragen. 
Es sei g(z) eine solche Funktion. Wir setzen 


9@)= (1 .)=Ea,y) Hin y). 
Für z=:y, wird g(öy)= &(0,y)+ i-n(0,y). Es werden auch bekanntlich 
&(0,y) und n(0,y) als Funktionen von y vom Geschlecht Null sein. Es wird 


5(0,y)= n(ı weg 7) D 


a Er 
n(0,y)= e yadı / 





Vena en en Te - 
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Wir nehmen nun an, daß die entsprechenden Hauptunterdeterminanten von 
(80.) für g(2) und somit auch die Determinanten A, (Satz I, Kap. I) aus 
(0, y) 


5(0, y) 
_ 0, y) 


&(0, 9) 
einfach, reell und trennen sich gegenseitig, wobei die Residuen von 


den Koeffizienten der Entwicklung von nach % positiv sind; dann 


setzt, die Nullstellen «;, A 


n(0,Y) 
&(0,Y) 


sind nach Satz I., wenn man — r(y)-y 


i 


negativ werden. Bilden wir 
2n 


FOREN. 
„A 1 Y)+iey 


2n—2 


” AR Y . . 
n (1 5, Ion (iY), 


so wird 9,„(ty) ein reelles Polynom in :y sein, und nach dem Vorher- 


gehenden kann g,,(2) nur solche Nullstellen haben, deren reeller Teil 
negativ ist. Nun ist g(z)= Lim g,,(z) gleichmäßig in jedem endlichen 


n=n 


Bereiche, und nach einem bekannten Satze von Hurwitz sind die Null- 
stellen g(z) die Häufungsstellen der Nullstellen von g,,(2). Es hat also 
g9(z) nur solche Nullstellen, deren reeller Teil negativ ist. Hat umgekehrt 


g9(z) = Bi — ) nur solche Nullstellen, deren reeller Teil negativ ist, 
i=1 “Äi 
und setzen wir 
Zn „ 


gen (2) a. um -)= Sn (2,Y) + Inn (%,Y), 
so werden die entsprechenden 2n ersten Hauptunterdeterminanten aus (80.) 
von 93, (2) positiv sein müssen Es werden auch die Determinanten A, des 


720 (0,%) 
Satzes I, Kapitel I für &2n(0,%) 


sprechenden Determinanten (80.) für g(z) beliebig nahe denjenigen von g,,(2) 
für wachsende n, da ja die Koeffizienten von g,,(z) denjenigen von g(z2) 


positiv sein. Nun sind aber die ent- 


beliebig nahe kommen, und sie sind somit auch positiv*). Es werden somit 


auch die Determinanten A, für RR beliebig nahe denjenigen für aan 
sein, und wenn nun ar =4Yy-+ty?+ +» ist, so wird die quadratische 


Form 5 1,,,%%, positiv definit sein. Es wird somit nach $ 12 a 
0 ä 


einen Kettenbruch K(.,) mit reellen Koeffizienten und negativen Teil- 


i,k= 


zählern erzeugen. 
Es wird nach $ 12, (66.) 
n(0,y) _ «, dB(w) 


an Da ae 0,9) Ally‘ 
*) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn @. Polya. 
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Ihre Residuen sind positiv in der Ebene 1/y und negativ in der Ebene y. 


Es folgt, daß sowohl &£(0,y) wie n(0,%y) lauter einfache reelle Nullstellen 
haben, die sich gegenseitig trennen, und zwar in der Weise, daß die 


Residuen von ae negativ sind. Wir haben somit folgenden Satz ge- 


wonnen: 


Satz IV. Es sei g(z) eine reelle ganze transzendente Funktion vom 
Geschlecht Null: g(2)=1+92+9%7+ = Ele, y) + in(z, y). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß g(z) nur 
solche Nullstellen hat, deren reeller Teil negativ ist, besteht darin, daß alle 
Hauptunterdeterminanten der Determinante 


95 92 9ı 1 TE Wer | 


positiv sind*). Diese Bedingung ist zugleich notwendig und hinreichend dafür, 
daß sowohl &(0,y) wie n(0,y) lauter reelle verschiedene Nullstellen haben, 


die sich gegenseitig trennen, und zwar in der Weise, daß die Residuen von 
70,9) 
&(0, y) 





negativ sind. 
$ 17. Beispiele. 


Es ist nach Lambert 


zeootgc—1 ? 








u sie 

2 2 3— 2? 
b— a 
7: 
Setzen wir —a@®”=z, so wird dies die Form haben 
(81.) I, ‚d, reell. 
Keaz.. 
d, +2 
d, + 


Es läßt sich (81.) in einen Kettenbruch K(“-) mit reellen Koeffizienten 


und negativen Teilzählern transformieren, wenn d,+0 und d,,,>0 ist 
für jedes ı. Es wird 





*) Genauer bedeutet dies, daß sie entweder sämtlich —0 sind, oder daß sie 
bis zu einer Stelle 0, von da an sämtlich O sind. 





EEE TEE LOL ZEILE LEE ZENTREN 


EEE TETETTTT 





EEE EEE EEE 
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E3 
0, +4—b? 
wo 
= Pr re ee Fra ner , — da; ' a 


Die geraden Näherungsbrüche von (81.) werden die Näherungsbrüche von 
K (A) sein. 
zcotgx—1 


Setzen wir —— ae f—- x")= f(z), wo — a@”=z ist, so wird die 


Potenzreihe f(z), die mit z anfängt, einen Kettenbruch Ä [2 mit reellen 


Koeffizienten und negativen Teilzählern erzeugen, der gegen /(z) konvergiert. 
Es wird nach $ 12, (67.) 


I 








6. 
2 i=1 2% 
Es wird nun 
sin 
ctgz 1 1", = ‘) u. —K 
Da em 10. 


Nun muß — AR, als Residuum der logarithmischen Ableitung von sin = 
L 
nach 2” gleich 1 sein, weil ja en einfache Nullstellen hat. Es wird somit 


cotgz 1 © 1 

















u nn — c; setzen wir = ? ‚ so wird 

2 2 © 2(_! 

4-7 Ä [1 £ 2n—1 - 7) =0 
Es folgt schließlich 
sin € 
EEE Me u o. 1 
I 2 di  Ae-nn 
und daraus 
sinz _ 
Be ni 





Als zweites Ba führen wir die Besselschen Funktionen /,(z) 


an. Es ist 
n+2r 


Poöne  * al 
SI@+1-In+v+D 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 2. 


1,.(2) = 
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Aus dieser Darstellung gewinnt man leicht die Rekursionsformel 


re) Ld)+ ul). 


Daraus folgt sofort eine Kettenbruchentwicklung für 5@Q Es wird 














In-ı (2) 
In 2. folgenden Kettenbruch X >) erzeugen, der gegen es - konvergiert: 
n—1\-, “ n—1\- 

BZ 
ne re re 
2m nl) 
(82.) ü RER we 4 1 
DERFD , ml, 


Ist zunächst n >0, so hat Ä(A) reelle Koeffizienten und negative Teil- 
zähler, und es wird nach $ 12, (66.) 


1.6) » d® (u;) 


In-ı(z " D i=1 4 — WU 


nn 2° D(u) dub N er d® (0) 


1 —% 


(83.) zn 


„2 


ap().: 
„| SUR ENTE +d»(0), 


i=1 





wo 2, = = reell ist. Es hat also - In nn 2 lauter einfache reelle Pole. Es 
In@) 


folgt auch aus den vorangegangenen Paragraphen, daß _—"-—— lauter reelle 


In-ı(2) 


einfache Nullstellen hat und daß sie in ihrem Konvergenzkreise von Null 





verschieden sind. 
(Dies bedeutet, daß die absolut genommenen kleinsten Nullstellen 
von I,(z), außer z=0, mit n wachsen). 


ul 
Nun gilt - N a — z"D] (z). Es ist somit I die 


rg ) 
logarithmische Ableitung von /,_,(2) 2 
Es besagt also Gleichung (83.), daß die logarithmische Ableitung 
von z""=®J,_,(z) eine Mittag-Lefflersche Entwicklung hat, deren konver- 
genzerzeugender Summand eine Konstante ist, ohne daß eine ganze Funk- 





—(n—1) 


tion zu dieser Entwicklung hinzukommt. 

Es folgt daraus, daß die reelle ganze transzendente Funktion 2" I,(z) 
vom (reschlecht 1 ist. Sie hat, wie schon erwähnt, lauter reelle einfache 
Nullstellen. 





EN le Er 





5 
x 
In 
& 
& 
= 
.- 
Ä 
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Ist n negativ und nicht ganz, so wird in (82.) ein positiver Teilzähler 


auftreten. Es wird aber dann K(A) einen Rest-Kettenbruch AR(4) haben, 
In+ı(2) — ] . 
In411(@) TEEN) zul 
n+1>0 ist. Nun kann man Ä (4) durch R(A) linear gebrochen aus- 


drücken mit Koeffizienten, die Polynome in z sind. Es wird somit 
1m) _P@) nz) + 42) In+ı-ı() 


nm) rar) +s@Inrı-ıl) 
wo (2), 9(z), r(z), s(z2) Polynome in 2 sind. Nun ist nach (83.) 
(8) nr em M 


n+1 ı(2) is A—U Au 


der lauter negative Teilzähler hat und gleich 





(84.) 


M, >, 


wenn man dP(u,) = M, setzt. 

Man kann nun zeigen, daß eine Entwicklung (85.) mit keiner reellen 
rationalen Funktion übereinstimmt für unendlich viele Punkte, die außer- 
halb der Intervalle «, gelegen sind. (Dagegen muß (35.) mit jeder reellen 
rationalen Funktion in unendlich vielen Punkten übereinstimmen in den 
Intervallen der «,, weil ja (85.) in einem Intervalle (w,, 
bis — x läuft) *). 

Daraus folgt insbesondere, daß r(z)-I,.,(2)+s(z)I,.,_,(2) nur 
höchstens endlich viele nicht reelle Nullstellen haben kann. 


%.,) von +x 


Es wird nach (84.) auch I,_,(2) auch für ein negatives n (nicht 
ganz) nur endlich viele nicht reelle Nullstellen haben können. 


——n 


Aus der Formel“: = I __,- I„., (2) folgt, daß wenn z"*" /,., (z) 


d: 
vom Geschlecht 1 ist, auch 2””/,(z) vom Geschlecht 1 ist. Wieder- 
holt man diesen Schluß, indem man n—1 für n setzt, usw., so folgt 
schließlich daraus, daß 2”"/"(z) vom Geschlecht 1 ist für positive n. daß 
z"],(z) vom Geschlecht 1 ist auch für negative nicht ganze n. 


*, Vgl. A. Hurwitz, Festschrift der Hamburger mathematischen Gesellschaft. 
Ganze transzendente Funktionen. 
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Laplacesche Integrale als Lösungen nicht linearer 
Differentialgleichungen. 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 


Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, deren Koeffizienten 
lineare Funktionen von x sind, (die Laplacesche Differentialgleichung) wird 
durch ein bestimmtes Integral mit geeignetem Integrationsweg 


y= [ vie)e”dz 


befriedigt, wo v(z) einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
nügt, deren Koeffizienten ganze Funktionen n-ten Grades von z sind. 
Wendet man die Methode von Laplace auf eine lineare Differentialgleichung 
n-ter Ordnung an, deren Koeffizienten ganze Funktionen p-ten Grades 
von x sind, so ist die lineare Differentialgleichung, welcher v(z) genügt, 
(die Zaplacesche Transformierte der ursprünglichen Differentialgleichung) 
von der p-ten Ordnung und hat als Koeffizienten ganze Funktionen 
n-ten Grades von 2. Poincare hat die Laplacesche Transformation zur 
Untersuchung des Verhaltens der Integrale einer linearen Differential- 
gleichung bei der Annäherung der Veränderlichen an die Unbestimmtheits- 
stelle 2= wo benutzt*). Ihre Anwendbarkeit schien zunächst auf lineare 
Differentialgleichungen beschränkt, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind**). Wenn man die ZLaplacesche Transformation auf eine lineare 





*) Vgl. Powncare, Am. Journ. of Math., Bd. 7, und Acta math., Bd. 8, sowie 
meine Arbeiten im 49., 50. und 71. Bd. der Math. Ann. 

**, Vgl. übrigens die Art, wie Bürkhoff (Trans. of the Am. Math. Soc. 1909 
und 1913; Math. Ann., Bd. 74) die Anwendung der Laplaceschen Transformation auf 
Differentialgleichungen mit nicht rationalen Koeffizienten ermöglicht. 


Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 23 








168 Horn, Laplacesche Integrale und nicht lineare Differentialgleichungen. 


Differentialgleichung anwendet, deren Koeffizienten Potenzreihen sind, 
erscheint als Transformierte eine lineare Differentialgleichung unendlich 
hoher Ordnung oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine lineare Integral- 
gleichung vom Volterraschen Typus. 

In der vorliegenden Arbeit wende ich die Laplacesche Transfor- 
mation auf eine nicht lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


d 
(A.) + y=Mo,y) 
an, wo k >0 eine ganze positive Zahl und 
f(z,y) = ZA,.y* G=1, u=0; +4 >.2) 


eine für hinreichend kleine Werte von |x| und |y| konvergente Potenz- 
reihe ist*). 

Zunächst wird k= 1 angenommen. Eine ausgezeichnete partikuläre 
Lösung n der Differentialgleichung 


d 
(A,.) 7. +y= 1a, y) 


wird als Zaplacesches Integral 
t 


n= /vti)e "dt 
0 


dargestellt, wobei über die Gerade argt= w(— n <w<£n) integriert wird. 
Für die Funktion w(t) ergibt sich eine nicht lineare Integralgleichung vom 
Voltierraschen Typus, welche die nötigen Aufschlüsse über das Verhalten 
von w(t) gibt**). ($$ 1—4.) 

Für die Differentialgleichung (A.), in welcher % >1 ist, erhält man 


k ausgezeichnete partikuläre Integrale 7,(m = 0,1,...%—1) in der Form 


t 
k—1 


„Zr o,(t e + dt, 
7 s $ »(%) 
wobei wieder die Gerade argt=w(—- an <w<<n) als Integrationsweg be- 
nutzt wird. Diese Darstellung von ,„ gilt in einem dem Sektor 





*, In meinen Arbeiten im 119. und 141. Bd. dieses Journals und im 51. Bd. 
der Math. Ann. ist diese Differentialgleichung nach anderen Methoden behandelt. 

**) Die Methode, welche Volterra auf gewisse nicht lineare Integralgleichungen 
angewandt hat, (vgl. Volterra, Lecons sur les fonetions de lignes, Paris 1913, p. 131 
bis 146) konnte bei unserer Integralgleichung (Gleichung (B,.) in $ 1) nicht benutzt 
werden. 
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3 
DMn— 5 


Fi En nn 


angehörigen Gebiet, und die Funktionen w,(t) (p=0,1,...k— 1) genügen 


an 
Dmre + r 


einem System von nicht linearen Integralgleichungen. ($$ 5—7.) 

Da die weitere Untersuchung der hier dargestellten und der übrigen 
Integrale der Differentialgleichung (A.) den Gegenstand einer späteren 
Arbeit bilden soli, so enthält $8 nur einige Bemerkungen über die Ent- 
wicklung der Integrale 7 und n, in konvergente Fakultätenreihen und ihre 
asymptotische Darstellung durch die der Differentialgleichung (A.) formal 
genügende divergente Potenzreihe. 

Die Anwendung der Borelschen Summation divergenter Reihen *) 
hat bisher die Theorie der Differentialgleichungen nicht wesentlich ge- 
fördert. Das Laplacesche Integral, welches nach Borel aus der der Difie- 


rentialgleichung (A,.) genügenden divergenten Potenzreihe 5 0,2" herzu- 


n=1 


leiten wäre, ergibt sich hier aus der Difierentialgleichung ohne Benutzung 
der Reihe und die Borelsche assoziierte Funktion aus einer Volterraschen 
Integralgleichung **), 


$ 1. 
In der nicht linearen Differentialgleichung 
dy 
2 4 — 
(A,.) % dx +y=f(z,y) 
sei 
/(z2,y) = ZA. y" G=1,42=0;}+4> 2% 


eine Potenzreihe, welche für hinreichend kleine Werte von x und y kon- 
vergiert. Wir suchen eine Lösung der Differentialgleichung (A,.) als 
Laplacesches Integral 


"0 — ! 
y=/ w(t)e "dt 
0 


darzustellen; als Integrationsweg nehmen wir die Gerade argt=w, wo 
— n <o<n ist. 


*) Borel, Lecons sur les series divergentes (Paris 1901), p. 87—119. 

**) Es sei hier auf die Ergänzung hingewiesen, welche die Borelsche Theorie 
durch Watson (A Theory of Asymptotic Series, Phil. Transactions of the Royal Society 
of London, A. 211) erhalten hat. 


23* 
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Indem man zunächst formal rechnet, erhält man durch partielle 


Integration 
2y= z/ wi) ag [ee Svoa+ SS onare ra 
0 006 
oder, wenn 
lim e (ol) dt= 0 
ist, a 


xy -[ Swwydt.e dt. 
00 


Durch nochmalige partielle Integration findet man, indem man die Formel 


[af wwa= fi — r)w(tT)dr 





berücksichtigt, 
© j;t BB. 
ey=/ / (— r)w(r)dr.e "dt, 
0 0 


vorausgesetzt, daß 
.t 


t 
lim 7 (E -T)w(rT)dr = 0 


t=o0 0 


ist. Allgemein ist für 4=1,2,3,... 





unter der Voraussetzung 
t 


lim ef (tr) Tw(r)de=0. W=1,2,...2) 


AT) 


oO 


Ferner ist 


Es möge jetzt, wenn 
00 N. Bar 
y=/ we "dt, = wlt)e "di 
0 


ist, das Produkt y,%, als Zaplacesches Integral dargestellt werden. Der 
Integrationsweg sei zunächst die positive reelle Achse der t-Ebene (arg = 0). 
Das Integral 





n=/ w,(z)e *dz 


0 
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geht durch die Substitution z=t1!—r, wo 7 >0 ist, in 


t 


yo f w(t—r)e *dt 


über. Durch Multiplikation dieses Ausdrucks mit 


n=f w(T)e "dr 
v 
erhält man 
Yıya = [uote "ydı — Faorlı)dı f: welt — d)e ° dt, 
0 ) : 





oder, indem man die Integrationen nach ? und r vertauscht, 


Yı Yz -/ fe; def w,(T) w(t— T)drı. 


0 0 
Unter Benutzung der symbolischen Bezeichnung 


it 
ww(l)= / w(r)w(t—r)dr 
hat man die Gleichung 


@ PER: 


YıYa = / w, Ws(t)e ” dt. 


0 
Wenn der Integrationsweg sowohl für y, als auch für %, die Gerade 





argt=w ist, setzt man t= te", = re” und wendet die bisherige 
Schlußweise an. Auch dann gilt der gefundene Integralausdruck für %,%s 
mit dem Integrationsweg argt= w; das zur Definition des symbolischen 
Produktes w,w,(t) dienende Integral wird über die Gerade O...t erstreckt. 
Hiernach ist, wenn 
w*(t) = / w(r)w(t—r)dr 


0 
gesetzt wird, 


a» 


v=/ we dt 
0 
und allgemein, wenn w“(t) durch die Rekursionsformel 


ur(t)= w(T)w(t— T)dr 


definiert wird, 
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Ferner ist 


ey SS en" (T)dr.e *di 


unter der ae 


t 
wi t = 
lime * / (E — rw (rT)dr= 0*). W=1,2,...1) 


{= rn 


Es ergibt sich so 
d in 
+ y—f(z,y) = fi We 77 


so daß y eine Lösung der Differentialgleichung (A,.) ist, wenn w(?) der 
Gleichung W= 0, der Laplaceschen Transformierten von (A,.), genügt. Als 
Laplacesche Transformierte erscheint hier die nicht lineare Integralgleichung 
vom Volterraschen Typus 


1 


(1+Nwl)=E An an +2, Anw dr F, 3 EA, ende. 


Wir nehmen an, daß die Deut von f(x,y) für 


z= + y= = konvergiert. Dann ist eine positive Größe @ so vor- 
a Pr für alle A und u 
4, <Gh'k# 
ist. Demnach ist, wenn 
2 © 1 
G,.(t) -. A, a—ı)! Es 


gesetzt wird, 


\G (hy ei 
|< Ehk FE ny— Ahhre 


so daß @,(t) eine ganze transzendente Funktion von t ist. Unter Benutzung 


der Bezeichnung 


t a 
G,w (= [ @,t- mw (Ddr- [ 2A, G rw w" (r)dı 
0 0 


schreibt sich die Zuplacesche Transformierte in der Form 


(B.)  (1+t)wlt)= Glt)+ EZ Auwrlt)+ GW (t). 


u=2 u=1l 





*) Aus den Eigenschaften der Funktion w(t) ($ 4) folgt, daß das Laplacesche 
Integral für y in einem gewissen Gebiet der z-Ebene konvergiert und die angegebenen 
Umformungen zulässig sind. 
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8 2. 
Wenn die Differentialgleichung (A,.) durch die (im allgemeinen 
divergente) Potenzreihe 


y- 20,0 


n=1 


formal befriedigt we wird die Integralgleichung (B,.) durch die Potenzreihe 


Br 


BE 
(welche nach $ 4 für 2 <1 nie befriedigt. 
Um dies direkt zu zeigen, machen wir von folgender Betrachtung 


Gebrauch. 


Wenn man die beiden Potenzreihen 
F(x)= 55 4.07, Ge)= 55 B,r” 
n=1 n=1 
} formal multipliziert, erhält man 


F(a)@@)= 30,0, 0,= AB, 1+ A Bu2+ + A, B.. 
n=2 





Das symbolische Produkt der beiden Potenzreihen 


= 3A, 9W= ZB, — 


| "(m DV aD! 
| das wir lediglich Sana Sapinse: ist 
Ant! © Bu 


= SHoal gt — T)dı = "fü ee m)! dt 


re Er Any B,+1 ro v 
= 2 = nm p—i)' p! fi (e— ?) de. 


Durch die Substitution 7 =!Z& erhält man 


ro- (t — r)Pdı= t" Fi U1—E)Pd 
| 


0 0 











Demnach ist 


on n—1 in © in 
gt) = A, Bu}: n! = 2 Car; 
oder 
© an—1 
fg(t) = C, ni 
Wenn 





ist, ist 
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Wir schreiben die Differentialgleichung (A,.) in der Form 
- 
y+' = P3 Au + 2 „Aus“ H, B3 z Au y*. 


Aus 
y= 3 0,2" 
n=1 
folgt 
u a 
BE u - n, 
“ de z(n 1)0,_12"; 
ferner sei 


y=300a, 3A,d-y= 3 Dear, 

n=u i=1 n=u-+1 
wo (5 von OU... C,_u4ı und DA” von O,,...C,_„ abhängt. Setzt man 
die Reihe für y in die Differentialgleichung (A,.) ein, und vergleicht man 
die Koeffizienten von x”, so erhält man die zur Bestimmung von (, 
dienende Rekursionsformel 


C,+ (m —1)0,.,= Am + 24,09’ + 2,.DW, 


u=2 


deren rechte Seite nur (Ü,,... C,_, enthält. 





Wenn man 
ir— 1 
= 5 ( nn 
uW=230, on; 
setzt, ist 
© ir ® 1 
wi)=2 C, m— 1)! =2(n 1)C,-ı m—D)! 


entsprechend der Reihe für =? 2 und 
in—1 


Wh 
w* (t) =20r aD‘ 


Dem Produkt von $ A,.x und y“ MIR das symbolische Produkt von 


J=l 


nn 
und w* (t), d.ı. 
ir—1 
ul) ” er 
G„w = 2 Di (n—ı)!' 
Setzt man die Reihe für w(t) ın die Integralgleichung (B ‚.) ein, so erhält 
man durch Vergleichung der Koeffizienten von ö a DI die frühere Rekur- 


sionsformel 


G+ nr — 10.1 = Ant z „Au en" + z DW, 


u=l 
w. z.b. w 
































Horn, Laplacesche Integrale und nicht lineare Differentialgleichungen. 175 


Die Koeffizienten der Potenzreihe w(t) von t, welche die Integral- 
gleichung (B,.) befriedigt, sind demnach eindeutig bestimmt. 


83. 
Die Veränderliche £ werde entweder auf den Kreis 

l<Iar - Wal 

oder auf den Sektor 
argt <n—0 ( <9<.n) 

beschränkt, so daß 

'1+1>e, |1+t1/>siınd 
ist. Die reellen positiven Größen 9,, seien so gewählt, daß 


Any Any! er 
un en Yun ge = Ce A,, ’ Yu = & h’ k‘ 
SE sin | Ä 


ist. Setzt man 
gi 


6, (f) - 2 Yu a1 
wo unter f eine reelle positive Veränderliche verstanden wird, so ist 
G,(t) <Ghkte, 
Gt) <:6,(t)), |@,()| <sind-.6,(t). 


Wir betrachten zunächst die Integralgleichung 


(%..) w(t) = Gt) + ZM,w(t)+ 26,W“(t), 


u=1 
die als Zaplacesche Transformierte der Gleichung 


(%,-) y=Z4,ry (=1,u1=0;/)+u> 2) 
aufgefaßt werden kann. Denn wenn die Funktion w(t) der Integral- 


gleichung (3,.) genügt und gewisse Bedingungen erfüllt, stellt, wie die 
Schlußweise von $ 1 zeigt, das Integral 


© ae. 
9=/ w(t)e "dt 


0 
eine Lösung der Gleichung (%,.) dar. 
Die Gleichung (%,.) wird durch eine Potenzreihe 


dam z€, P° 
befriedigt, welche für |r| < en konvergiert, wo 00 und endlich ist; die 


positiven Koeffizienten €, ergeben sich aus den Gleichungen 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 24 
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€, = Yo; 
&,= Yıı €, + Yon + Yo; 
&, = 16, + Ui + 22V, €, &, + Yır € + os € + Yo ; 


Die Integralgleichung (%,.) wird durch die beständig konvergente Potenzreihe 
) n—1 
Neon 
befriedigt. Denn derselbe Zusammenhang, der sich in $2 zwischen den 
Potenzreihen von z und ! ergeben hat, welche die Gleichungen (A,.) und 
(B,.) befriedigen, besteht zwischen den Potenzreihen von £ und ft, welche 
den Gleichungen (9,.) und (8,..) genügen. 
Es ist eine positive Größe € so vorhanden, daß 


e„ €” 





ist. Daher ist 
gr—1 


ed a ot 
w(t)<Eo>o mi Coe*, 


Wir führen in die Integralgleichung (3,.) vorübergehend einen Para- 
meter @ ein, ind\m wir 9,, mit «“ multiplizieren. Die Integralgleichung 


er re 


»t)= St) + Zar M,w“(t)+ Fa" &,m“(t) 
=1 


u=2 7 


wird durch Zie Reihe 


2 {es} gr—1 
ad a 23 
befriedigt, deren Koeffizienten aus den Gleichungen 


= do; 

&,= N, +. + Ars 

= NG, + a +2, EEE + AN, +ANHE + Ans 
berechnet werden. Hiernach ist 

ec = EI! +” + ACE9 +... 

eine ganze Funktion von « mit positiven Koeffizienten. Die Reihe für 
mw(f) ist konvergent, wenn für £ irgendein fester Wert und für « der 
beliebige positive Wert «a, gesetzt wird. Für |«e/<o, ist der absolute 
Betrag von €, nicht größer als der zu @=«a, gehörige positive Wert 
von €,. Demnach ist die Reihe für |@ <<, gleichmäßig konvergent, so 
daß sie in eine Potenzreihe von « 





” er ETEETEN. re 
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Ar (t) & N gr—1 
. Ze " M— 1)! ’ 
gr—1 


sind beständig konvergente Potenzreihen von £ mit positiven Koeffizienten. 
Setzt man die Reihe für w(f) in die durch Einführung des Para- 
meters « abgeänderte Gleichung (8,.) ein und vergleicht man die Koeffi- 
zienten von a’,«!,«@°,..., so erhält man die Formeln 
w.(t) = Guft), 
w,(t)= G,mw,(t), 
w,(t)=G,mw,(t)+ Yozto(t) + 6,1, (t), 


Bi. Be EEE u FI u EEE Et 


S 4. 


Wir ändern die Integralgleichung (B,.) durch Einführung eines 
Parameters « ab: 


(1+t)w(t)=6,(t) + 3 0# A, w*(t) + Sat G„w*(t). 


u=?2 u=]1 


Wir setzen 

w(t)= w;(t) + ew(t)+ welt) + +-- 
und erhalten durch Vergleichung der Koeffizienten von o°, «', «@°,... die 
Gleichungen 





Bi a BR IIB Ar  urrh Fr RR 8 


Wenn t entweder auf den Kreis || < 1 — & oder auf den Sektor argt <n—# 
beschränkt und |t|=t gesetzt wird, ist 
Au Gut 


I+i <Uu 1x1 






|<6,(). 





Die Vergleichung der Formeln für w,(t), w,(t), w(t),... mit denjenigen für 
w,(t), wı(t), m;(t),... ergibt zunächst 









24* 
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we) <wo(t); 

demnach ist 
|< om) 

und somit 

ıw,(t)| <m,(t). 
So fortfahrend findet man allgemein 

w,(t) <w,(t). v=0,1,2,...) 
Demnach ist die Reihe 


w(t)= 3 w,(t), 


welche der Integralgleichung (B,.) genügt, sowohl in dem Kreise 1 <1-— e 
als auch in jedem im Endlichen gelegenen Gebiete des Sektors argt <n — 0 
absolut und gleichmäßig konvergent. 

Da die positive Größe & beliebig klein angenommen werden kann, 


ist die analytische Funktion w(t) in eine für |{| < 1 konvergente Potenzreihe 
n—1 


w(t) =: Gay 


entwickelbar, die in $ 2 bereits formal berechnet worden ist. Dabei ist 
S= 3 0,0 
n=1 
die der Differentialgleichung (A,.) formal genügende Potenzreihe. Da die 
Reihe 


& Opt 
feon-ss 
0 
für 0= 5 konvergiert, wo d eine beliebig kleine positive Größe ist, 
so ı1st 
Be 
n!(1 + 0d)* = 4, 


wo A eine von n unabhängige endliche positive Größe darstellt. Die 
Koeffizienten der Reihe S erfüllen also die Bedingung 


0, <An!(1+0). 
In dem Sektor \argt| <n—6 ist 
ve) < WW < FEW, tt) <Eoe” 
<2 = = 


oder, wenn €o= K gesetzt wird, 
w() <Ke'. 











he ee a nn 
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Das Integral 


7n= SW ed 


erstreckt über die Gerade, welche von t= 0 mit argt=o(w <n— 9) 
ins Unendliche geht, ist konvergent, wenn auf dem Integrationsweg 


t 


lm w(t)e *=0 
= 


ist. Wegen 
w(l)e * <Kete (7) a (()->) 
ist dies für 
R( * re 


der Fall, d.h. im Innern des Kreises, der die Verbindungslinie der Punkte 


0 und e zum Durchmesser hat. Es ist 
t 
W</ Ke'.Ke-VOdtT=Ket.ı 
0 


und weiter 


‚w*(t) re“ Faden 
Ferner ist 
Ye- wred<mf © r T a ı—|T iq T =e’'g,(it )—9ul0); 


wo g;.(jt) eine ganze Funktion (4+ u—2)-ten Grades von t. darstellt. 
Der Grenzwert des Ausdrucks 


e fe a sy w“ (T)dr 


für limi= x verschwindet im Gebiet x(— o, denn der absolute Be- 
trag dieses Ausdrucks ist nicht größer als 
UNO—R e Rn : 
e ( ( & Mrllil)—e Gau (0)). 
Es sind die Bedingungen ($ 1) dafür erfüllt, daß das über die 
Gerade argt = w( w <n — 6) erstreckte Integral n in dem Gebiet x() >« 
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der Differentialgleichung (A,.) genügt. Dieses Gebiet und die zugehörigen 
Werte von n gehören, wenn o hinreichend groß angenommen wird, dem 
Konvergenzbereich der Reihe f(z,y) an. 

Die bisherigen Ergebnisse fassen wir in den Satz zusammen: 

Die nicht lineare Differentialgleichung 


(A,.) x? 





wo 


(x; Yy) = ZA ey“ d=1, u=0;4+4u > 2) 


ın der Umgebung von =0,y=0 regulär ist, hat als Laplacesche Trans- 
formierte die nicht lineare Integralgleichung vom Volterraschen Typus 


(B..) (1+M)wlt)=@ (+ ZA w"(t)+ EG, w"(t); 


u=1 


dabei ist w*(t) durch die Rekursionsformel 


= Sun) w(t— ı)dı 





definiert; | 
ie i 


ıst eine ganze transzendente Funktion von t und | 


6,0" (= [ Gt r)w (T)dr. 





Die Integralgleichung (B,.) besitzt eine Lösung w(t), welche sich sowohl für 
t| <1 als auch für -n <aargt<n regulär verhält. Für |t| <1 besteht 
die konvergente Rerhenentwicklung 


während die im allgemeinen divergente Reihe 


S=-5 0,2" 
n=1 


der Differentialgleichung (A,.) formal genügt. In dem Sektor \argt <n— 6 
(<0#<n) est 


wo K und o positive Konstante sind. Das über die Gerade argt= w 
(na <w-<n) erstreckte Laplacesche Integral 


| 
wit) <Ke), 














ee wen ıo 


ET ETTÄNTETTEN ET... 
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DD KERN. 
n=/ wit)e *di 


0 


stellt in dem Kreise a(“) > 0 eine Lösung der Differentialgleichung (A,.) dar. 


$ 5. 
In der Differentialgleichung (A.) sei jetzt k>1. Wenn die Difie- 


rentialgleichung durch die Reihe 
S= 5 0,." 
n=1 
formal befriedigt wird, genügt 


k—1 
z =y — ze U,x” 


n=1 


einer Differentialgleichung, welche durch eine durch z* teilbare Potenzreihe 
befriedigt wird. Wir können demnach (©, = 0, 0,=0,...C, ,= 0 annehmen; 
die Differentialgleichung (A.), in welcher A,= 0, Ayn= 0,... A,_,.=0 Ist, 
wird durch die Reihe 


S= 55 C, 2 
n=k 
befriedigt. 
Wenn 
Zni 
a=e* 
gesetzt wird, ist 
1 
> ar? 


p=0 
gleich k für h=0, tk, £2%k, ..., gleich 0 für alle anderen positiven 
oder negativen ganzzahlıgen Werte von A. 

Wir betrachten im folgenden %k ausgezeichnete partikuläre Inte- 
grale 7„ (m= 0,1,...k—1) der Differentialgleichung (A.), und zwar wird 
n„ In einem dem Sektor 


angehörenden Gebiet definiert. 


Wir nehmen an, daß x in dem Sektor 
ora 
2k 
liegt, und beachten, daß die Funktion n„(«”z) der Gleichung 


u 
an Zi 
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ET). 7 larz) = ZA, ("2 (mm (a"2))" 


genügt. Wir setzen 


k—1 
Zug, H,=H, (X) = 5: S ea n.(e”x), (P=0,1,...k—1) 
so daß 
k—1 
m (e"x) =5& (e")’H,(X) (m=0,1,...k—1) 
p=0 


ist*). Es ist 
er 4, + pXH,= 2 amwZA, (ern) (er jın,|“ 
gr tm t+R Pr (e"x)| SE (e"R)H,]|. 


gq=0 
Die zu u= 0 gehörigen Glieder der rechten Seite sind 


oder, da 5 oe”? nur für A=p+rvk (v=1,2,...) einen von Null ver- 


mnm=(0 


schiedenen Wert hat, 
z A,4,20 Alk 
Zu u=1 gehören die Glieder 


1 k—1 


= rZ H, z (m-+g—p) 3 A,artı 
oder, ün man sich auf 4 = P— g+ er use kann, 
2 Am” 
wobei im Falle y—q<<1 mit v=1 zu beginnen ist. Für «>2 ist 
= (a z)H Hu | 


gq=0 
eine Summe von Gliedern 


H,, FE H,, u u VE aaa 7 


WO 91, +... Q, Zahlen aus der Reihe 0,1,...%£—1 sind. Auf der rechten 
Seite der Differentialgleichung für H, stehen also Glieder 


j 1 Ss 
HH u; 2 3 at t: tum, A art +24 P 
mM 


an 
== ... l ® 
er H,, H,, z A, qurrbu ? 
rv=(0 


wo A mit einem negativen ersten Index durch O0 zu ersetzen ist. 
Demnach genügen die Funktionen H, (?=0,1,...k—1) von X 
den Ditferentialgleichungen 


*) Vgl. Bd. 148, S. 229 ff. 


f 
| 
i 
h 
F 
| 
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d 
er er -—H, — pXÄH, + EA. + EH, ZzA_ EERET Ss + 


gq=0 v=0 
oder 


KxX® 1 BRENNER 
+ Z Ayo X’ — —pXH, + ZH, z ?_ FUEOEOD \d ET 
= g= vol 
Die Funktionen H, bilden also eine partikuläre Lösung eines Systems von 
Differentialgleichungen von der Form 


= 
(A,) KkX®- Y+th-ahıtaY,ot+0,% 
ER: ER FB...; D=9,1,...k—1) 
G=el,w=-1,=..=0; i+m ta, +22) 
dabei ist 
a, = Au, %= Ay, ...4, 13 = Ar nı- 
8 6. 
Wir setzen 
t 
= / w,(t)e * dt (v=0,1,...k—1) 
0 


mit demselben geradlinigen Integrationsweg wie in $1. Dann ist 
X: — Er % tw, 77 t, 
u t 
ern... = £' ws wi... (t)e "dt, 
0 
wo wo’wi'...(t) das in $ 1 definierte symbolische Produkt ist, und 
ıyYuym... ff eu. abe Mo aykı =r 
XıyYnye,.. Er on wor... (ndr.e *at 

unter der Voraussetzung 


t 
lım e x (ron ...(ddr=0. W=1,2,...%) 
i=o® 0 


Die Laplaceschen Integrale für die Funktionen Y, genügen den 
Differentialgleichungen (A,.), wenn die Funktionen w,(t) dem folgenden 


System von Volterraschen Integralgleichungen genügen: 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 25 
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(1+ kt) w „(t) = a1 w,_ (lt) + dgW,_s(t) + + a,ws(t) 
i—1 
+ £ Aldo... ’ + 3 A» „ww ...(f) 


(A— - 1)! utruıt + Z— 2 0, Ko Hin» 


Ss: 40 (dt RER 
+ RR _ tant+*: Pr AR Ho Hin» +» (—1)! WW, un ...(T)AT. 


(?=0,1,...k—1) 


Wenn die Reihe 2A,,2'y" für «= . y-., konvergiert, ist die 
Vu 1 1 
Reihe Z AP, „.. X Yu Ir, ... für X= = ‚u= = po Y= m ... konvergent, 
so daß | 
AP, es „r ah (kh’yrotmt ... 
ist, wo.@ eine positive Größe darstellt. Demnach ist | 
oo 1 
() Ba (p) 
ii W=-z24 A, os Hu (di 1)! 


eine ganze transzendente Funktion von t, und es ist 


rn. |< Ahkkh’rt ei, 


Wir schreiben 


A = SR. (ET) » wg wy'...(T)dt, 


so daß die obigen Ensslin die Form annehmen: 


(B.) (1+ kt) w,(t )= 4a, W,_ı()+ %Ww,_2(t) ++ a,wu(t) 
+9. +, zZ AP 


a 1 


Morut 0, Hot... Wo WE re (f) | 
a) . 
= PER. OD, run a « (t). (r=0,1,...k—1) | 
do ıt +2 | 
Wenn die Differentialgleichungen (A,.) durch die Reihen 
Y,= = Z0„X" (=0,1,...k—1) 


formal befriedigt werden, werden die Integralgleichungen (B,.), wie aus 
$ 2 folgt, durch die Reihen | 





in 1 | 
w,(t) = PX a Er DT w=61,...k—-1) 
befriedigt. Nach Bd. 143, $. 229-230 ist 
Cn= O,4n: (= 1,2,...) 
8 7. 
Wir beschränken ? entweder auf den Kreis 
(1 <e<l) 


oder auf den Sektor 


ee 


TRETEN ana. TEE 








. 
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argt <n—6 ( <#<n); 


dann ist 
'1+kıi>e, 1+ktl>sin®. 
Wir wählen die positiven Größen a, und %”,,.,... so, daß 
| | la, | 
=? sin® = 7 
A, u | A) M 2 ; 
N bar abe ..; , = . <A), His») Mm, Une» Me Gh (kh ETEREER 
ist. Wenn unter Einführung der positiven reellen Veränderlichen £ 
4—1 
(n) u f 
ER (6) = nn... (4—1)! 


gesetzt wird, ist 
an Sl A. (M< sin 0-E,,..(), 
67...) < ORlkh’y"+rtr eM 


HoHu: 
Wir nehmen die Integralgleichungen 
(B:-) mw, (£) BR w,_1 (£) 2 GW, (£) nu 4,0, (£) 
+5.) LE Wa. + LE A... wi (k) 
wmraut DE wtat->ı wi 


zu Hilfe, welche durch die Zaplacesche Transformation aus den Gleichungen 
(%..) ), 4, ), -1 + N, % a + 0,do + Wu. ... E ed Be 
G=-l,u,=-n=.+=-0:;i++m,+:->2 
hervorgehen. Die Gleichungen (%,.) werden durch Potenzreihen 
2:68 


mit positiven Koeffizienten befriedigt, welche für £ < - konvergieren, 


wo o>0 und endlich ist. Dann genügen die beständig konvergenten 
Potenzreihen 


>. n—1 
10,(8) = Cm = 1)! 

den Integralgleichungen (,.).. Wegen 

e. << Er, 
wo € eine endliche positive Größe ist, ist 

w,(t) <Eoe”. 
Die Integralgleichungen, welche aus (8,.) dadurch hervorgehen, 

daß man .WP, „,... mit «++ multipliziert, haben die Lösung 


w,(t) air: w,o(f) + RW, (£) + a” w,.(f) + „..; 
dabei ist 
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w,o(t) = Hm, 10) + + 0,Woo(t) + S,...(t), 
w,.(t) = H1W,_11() + + 9,Wı (lt) + G%,... oo ()+ SR, wiolt) +, 


Die durch Multiplikation von AP, .,... mit a"+A +" abgeänderten Inte- 


gralgleichungen (B,.) haben die Lösung I 
w,(t) = wu(t) + ewı(t) + welt) +», 

wobei 

(1+ kt)w,o(t) = a W,_1,0(8) ++ 0, Wo (t) + GR, ..(8), 

(1+ kt) w,ı(t) —=4d, w,_11(8) T +++ 4,W (£) + GP,...Wo (tk) > GE}... Wıo(t) ++ 


—& 


L als auch in dem Sek- 





ist. Hiernach ist sowohl in dem Kreise |t| < n 





tor |jargt| <n—6, wenn |t/=t gesetzt wird, 
N <wl), wat) <mw.lt), - 


Die den Integralgleichungen (B,.) genügenden Reihen 
w,(t)= 3 w,,(t) 


sind also für |t| < = und für jargt <n— 0 absolut und gleichmäßig 


konvergent. Für |t|<<1 haben wir die konvergenten Potenzreihen 
n—1 mi 


0) En on 2 One 
Daraus, daß die Reihe 
t Pr in 
Ff w,(t)di= 3 Cum 
0 


für t= konvergiert, wo d eine beliebig kleine positive Größe ist, 


1 
k(1+d) 
folgt eine Ungleichung 

Om < Un! (k(1 + d)), 
wo % von n unabhängig ist. Durch Umkehrung der Schlußweise in 
Bd. 143, 8. 230 ergibt sich 


1 
<< Alnt)’(1+ I)", 
wo A und d von n unabhängige positive Größen sind und J beliebig klein 
angenommen werden kann. In dem Sektor jargt| <n — 6 (<<) ist 
w,(t)|<Ke'. 
Die über die Gerade argt=w (-n <w<{n) erstreckten Integrale 


oo 5 
H, = / w,(t)e dt 
0 
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sind in dem Gebiet (7) > o konvergent und genügen den Differential- 
gleichungen (A,.). Der zu w=0 gehörigen Kreisfläche x(2)> o ent- 


sprechen zufolge der Gleichung z*= X in der Ebene der Veränderlichen 
z= oe” %k von den Bögen einer Sinusspirale (für k= 2 einer Lemniskate) 
begrenzte Flächenstücke, welche der Ungleichung 


0 < —. u 


genügen. Wenn wir x auf das Gebiet 





ri TE 

et iwoch) 
beschränken, definieren die Gleichungen 

k-1 

m (e"2)= & (a"2)’H,(eR), 

p=0 
wobei als Integrationsweg von H, zunächst die reelle positive Achse der 
t-Ebene genommen wird, m Integrale der Differentialgleichung (A.). Wird 
über die Gerade argt=w (-n<w<{n) integriert, so ist durch die 
obige Gleichung n„(«”x) in dem Gebiet 


gi cos (kY — _) 
<< — (- +3 <I<a+T L’ —-n<o<n) 
definiert, welches dem Sektor 
TC _dn 
gg; a8 <a; 


angehört. Ersetzt man «”z durch x, so wird durch die Gleichung 


k—1 © . 
=> ef w,(t)e * dt (m=0,1,...k—1) 
p=0 


0 


ein Integral der Differentialgleichung (A.) in einem Gebiet dargestellt, 
welches in dem Sektor 

2mn — = 2mn +. 

iK u a u arg TC e a 
liegt. 


Wir können den Satz aussprechen: 
Aus der Differentialgleichung 


(A.) 
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wo f(x,y) in der Umgebung von = 0, y=0 regulär ist und f(x, 0) durch 
«* teilbar vorausgesetzt werden kann, entsteht durch die abgeänderte Laplace - 
sche Transformation das System von nicht linearen Volterraschen Integral- 
gleichungen ($ 6) 

(B.) (+ k)w(t)=aw, ı(t) + @Ww,s(t) ++ a,Wo(t) 
Wr 2, Alm id LE a lt) 


WraAtZ2 „rar 


„re. 


(p=I0, 1, ... k—1) 


welches eine Lösung w,(t) besitzt, die sich sowohl für |t| < 2 als auch für 


— n<argt <n regulär verhält. Für |it| < E besteht die konvergente Rerhen- 
entwicklung 


© in—1 
w,(t) -2 Oy4nk @-D’ 
während 
S=,r Ü„x" 


n=k 
die der Differentialgleichung (A.) formal genügende (im allgemeinen divergente) 
Reihe ist. In dem Sektor \argt <n — 090 <<) ist 
U <Ke", 


wo K und o positive Konstante sind. Die Differentialgleichung (A.) hat die 
m ausgezeichneten Integrale 


k—1 © - 
meza/ W, (£)e * dt; (m=0,1,...—1) 


dabei wird über die Gerade azgt= w(—- n<w<Zn) integriert, und x gehört 


dem in dem Sektor 


2mn— 2% 2mn + ind 


>. 2 
Pr Sa <Zalrgr < n - 





gelegenen Gebiet R (7) >0o an. 


$ 8. 

Auf die weitere Untersuchung des Integrals 7 der Differential- 
gleichung (A,.) und der % Integrale 7,91; ... 7% der Differentialgleichung 
(A.), sowie der übrigen Integrale, welche sich für imz=0 der Null 
nähern, soll in einem späteren Aufsatze eingegangen werden. Hier be- 


schränken wir uns auf einige Bemerkungen. 





EEE ET TEEN ELENTINEN ’ ai Be" 


er Brpescheigeg rge n x ne 
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Nach der für lineare Differentialgleichungen bekannten Methode*) 
ergibt sich, daß das Integral n der Differentialgleichung (A,.) in dem Sektor 


#19 <ags< "0, wo 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, 


durch die Reihe 5 gleichmäßig asymptotisch dargestellt wird. Aus dem 
Laplaceschen Integral ergibt sich die Entwicklung der Funktion 7 in eine 
konvergente Fakultätenreihe **). 

Für die in $$ 4—7 vorkommenden Funktionen H, von X lassen 
sich konvergente Fakultätenreihen aufstellen. Ferner ergibt sich, daß H 


p 


in dem Sektor — "+9 <arg X<°" 0, wo d eine beliebig kleine 
positive Zahl ist, durch die Reihe 
= O4" 


gleichmäßig asymptotisch dargestellt wird. Daraus folgt die asymptotische 
Darstellung des Integrals n„(2) (m=0,1,...k—1) der Differential- 


gleichung (A.) durch die Potenzreihe S in dem Sektor 


mn" 40 DO mn -+- 5 id 
ee: Tara he _—, 


Die Integrale 7„ und ihre asymptotische Darstellung erhält man 





auch, wenn man die Methode sukzessiver Annäherungen für komplexe x 
benutzt. 

Die unendlich vielen Integrale der Differentialgleichung (A.), welche 
in dem Sektor 


« 


Omnt +6 mn + —öd 
2 2 
—— ss —— 


durch die Reihe S asymptotisch dargestellt werden, sollen später genauer 
untersucht werden ***). 














*) Math. Ann., Bd. 49, S. 454—464 und Bd. 50, S. 527—531. 
**) Vgl. Math. Ann., Bd. 71, S. 510ff., sowie Watson, Rend. del Cire. Mat. di 
Palermo, Bd. 34, S. 41ff. 


*“*) Vgl. Bd. 119, S. 278f. 














Über die Existenztheoreme der Potential- und 
Funktionentheorie. 


Von Herrn R. Courant in Göttingen. 





Die von Riemann so erfolgreich verwendete Idee des Dirichletschen 
Prinzipes kann, wie Hübert zuerst gezeigt hat, zum Ausgangspunkt eines 
strengen Beweisverfahrens gemacht werden; doch lassen die Hübertschen 
Ausführungen und die meisten an Hubert anschließenden Arbeiten*) teils an 
Einfachheit zu wünschen übrig, teils beziehen sie sich nicht unmittelbar auf 
alle hier in Frage kommenden Probleme, d, h. die Randwertaufgabe der Poten- 
tialtheorie, die Frage nach der Existenz von Funktionen auf gegebenen Rie- 
mannschen Flächen, etwa der Abelschen Integrale oder der uniformi- 
siverenden Variabelen vom Grenzkreis- oder Schottky-Typus, die Frage nach 
der Existenz von automorphen Funktionen zu gegebener Gruppe. Es ist 
daher vielleicht nicht ohne Interesse, wenn ich in den folgenden Zeilen 
ein Beweisverfahren darlege**), das von demselben Ausgangspunkte aus 





*, Von diesen sei hier lediglich auf die Arbeit von Lebesgue, Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, T. 24, hingewiesen, mit der die vorliegende gewisse 
Berührungspunkte besitzt. Für geschlossene Riemannsche Flächen hat A. Weyl in 
seinem Buche: „Die Idee der Riemannschen Fläche“, Leipzig 1913, eine sehr ele- 
gante und einfache Darstellung der Existenzbeweise auf Grund einer Idee von 
Zaremba gegeben. Im übrigen vgl. das Literaturverzeichnis bei Hilbert: „Zur Theorie 
der konformen Abbildung“, Gött. Nachr. 1909. 

**) Dieses Verfahren stellt eine wesentliche, gelegentlich einer Vorlesung ent- 
standene Vereinfachung und Erweiterung der Methode dar, die ich in einer Ab- 
handlung: „Über die Methode des Dirichletschen Prinzipes“, Math. Annalen, Bd. 72, 
entwickelt habe. — Gegen die Anwendung des Wortes „Dirichletsches Prinzip“ sind 
Bedenken geäußert worden, die in der schon von Prym, Schwarz, Hadamard ge- 
machten Bemerkung ihre Rechtfertigung finden, daß das Dirichletsche Variations- 
problem unter Umständen keinen Sinn haben kann; vgl. $1 meiner zitierten Annalenarbeit. 
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alle in Frage stehenden Probleme mit einem Schlage erledigt und, wie 
mir scheint. nicht nur die wünschenswerte Einfachheit und Einheitlichkeit 
besitzt, sondern auch in mancher Beziehung weitergehende Resultate liefert *) 
als die sonst üblichen Methoden. 

Nach einigen Vorbemerkungen in Kapitel I werde ich in Kapitel II 
die Randwertaufgabe der Potentialtheorie für die Ebene behandeln. Diese 
Aufgabe wird gelöst für einen schlichten Bereich denkbar allgemeinster Natur; 
insbesondere darf sein Zusammenhang unendlich sein, seine Begrenzung 
aus beliebigen Jordanschen Kurven oder noch allgemeineren Punktmengen 
bestehen. Gleichzeitig erhalten wir genaueren Aufschluß über das Verhalten 
der Potentialfunktion bei Annäherung an den Rand. Alle Betrachtungen 
dieses Abschnittes lassen sich unverändert auf das entsprechende Problem 
für drei oder mehr Dimensionen übertragen. 

In Kapitel III wird gezeigt, daß die Methode ebenso die Be- 
weise aller übrigen in Frage kommenden Existenztheoreme liefert. In 
Kapitel IV, dessen Verständnis von den beiden vorangehenden unabhängig 
ist, werde ich von einer elementaren, in dem Beweisverfahren dominie- 
renden Ungleichung eine Anwendung auf die Theorie der konformen Ab- 
bildung machen, indem ich einen kurzen Beweis für den Caratheodory- 
Osgoodschen Satz von der Ränderzuordnung bei konformer Abbildung gebe. 
Die hier gegebenen Existenzbeweise liefern gleichzeitig ein Verfahren zur 
numerischen Bestimmung der fraglichen Funktionen **). 

Wir werden uns in den folgenden drei Abschnitten auf den Stand- 
punkt stellen, daß wir die Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für Kreis und Rechteck beherrschen, d. h. daß wir eine im Inneren eines 
beliebigen Kreises oder Rechteckes reguläre Potentialfunktion konstruieren 
können, die am Rande vorgeschriebene, von der Bogenlänge stetig ab- 
hängende Werte annimmt. In der Tat gehört die Lösung dieser Aufgaben 
den Elementen an. — Desgleichen werden wir gelegentlich von der noch 
elementareren Tatsache aus der Potentialtheorie Gebrauch machen, daß 
man eine Potentialiunktion konstruieren kann, die in einem Rechteck 
regulär ist, auf zwei gegenüberliegenden Seiten vorgeschriebene stetige Werte 
und auf den beiden ‘anderen verschwindende normale Ableitungen besitzt. 





*) Vgl. etwa II, 6. 


**) Vgl. die zweite Anm. auf S. 197. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 5. 
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I. Vorbemerkungen. 


1. Definitionen. Seien (2,,.Q,,... unendlich viele Bereiche, 
deren jeder ganz im folgenden liegt und von endlich vielen, im Endlichen 
gelegenen, stückweise analytischen Kurven begrenzt wird. Dann bezeichnen 
wir mit (2= lim 2, den Bereich, der aus allen einem der 2, angehörenden 


Punkten besteht. Unter dem Integral einer Funktion, erstreckt über 42, 
verstehen wir den Limes der entsprechenden über (2, erstreckten Integrale 
bei wachsendem n, wenn dieser Limes existiert. 

Sei (2 ein solcher in der x-4-Ebene gelegener schlichter Bereich, 
p(z,%y) eine in 42 stetige und mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
Funktion. Dann heißt das über (2 erstreckte Doppelintegral 

(0 O4 
(.) Diel= SS 52) + (57) |deay, 
(0) 
wenn es existiert, das Derichletsche Integral von y für 2. Ist y eine 
zweite denselben Bedingungen wie y unterworfene Funktion, so heißt das 
Integral 
op EI. Oy Owy| | 
2) Die, yl= I 4 jdady, 


o2 02 


wenn es existiert, das alien Dirichletsche Integral der Funktionen 
und y. Es gilt offenbar die Identität | 

(3.) Diy+y]=D[y]+2D[e,wl+ D[y] 
und die aus der Definitheit des in A quadratischen Polynoms D[y-+ Aw] 
folgende Ungleichung 

(4.) (D[y, v)"<D[e]-Diy]; 
die Existenz der betreffenden Integrale vorausgesetzt. Alle diese Defini- 
tionen und Relationen bleiben bestehen, wenn wir über die Existenz und 
Stetigkeit der Ableitungen von 9 und y an abzählbar vielen — in jedem 
ganz im Inneren von 42 liegenden Teilgebiete jedoch nur in endlicher 
Anzahl vorhandenen — analytischen Kurvenstücken nichts voraussetzen. 
Solche Funktionen sollen in 2 stetig und stückweise stetig differen- 
zierbar heißen. 


2. Hilfssätze. Hilfssatz1l. Se p(z,y) eine in dem schlichten 
Bereich 12 stetige, stückweise stetig differenzierbare Funktion, deren Dirichlet- 


sches Integral D[y] über (2 existiert. Es möge ferner der durch die Ungleichungen 








BRR" Popeis Prag fa 


NET" | s Frage 





EEE ELTERN T DETTEN 


EELTEETEEET Bra 








Courant, Ezxistenztheoreme der Potential- und Funktionentheorie. 195 


%—x%<xa, definierte Parallelstreifen der Breite x, — x, das Gebiet (2 durch- 
schnerden*). Dann gibt es einen Wert x’ in dem betrachteten Intervall derart, 
daß das einfache über die Parallele <= x’ zur y-Achse, soweit diese in (2 
fällt, erstreckte Integral 
0 y) OYy(z,y) 
SU Be); e .- Y ha dy 
existiert und kleiner als R.. 


Entsprechendes gilt für Parallelstreifen zur z- Achse. 

Der Beweis folgt unmittelbar, wenn wir das Doppelintegral als Suk- 

auffassen. 
Hilfssatz Il. Seien »,(2, %),P5(x,%),... unendlich viele in dem 

achsenparallelen Rechtecke R reguläre Potentialfunktionen derart, daß 


zession zweier einfacher Integrale — erst nach y, dann nach x 





ihre über R erstreckten Dirichletschen Integrale D[p,] mit wachsendem n 
gegen Null komvergieren; wenn dann die Werte von p, in einem inneren 
Punkte P von R einen Grenzwert c besitzen, so konvergieren die Funktionen 
p„ überall in R gegen c, und zwar gleichmäßig für jedes im Inneren von R 
gelegene (rebiet. 

Zum Beweise beachten wir, daß eine einfache Anwendung der be- 
kannten Schwarzschen Ungleichung für eine stetig differenzierbare Funktion 
f(x, y) sofort aus der Beziehung 


f(®,y) — Mzı,y) = # S 4 "dx 


x, 


die Ungleichung 


(5.) a&,y) - Ma, <(® — 5) Fa R774 (EN g: 


BE; Oy/ | 


liefert, und daß eine entsprechende Uisfeichung auch für die Schwankung 
von f auf einer Parallelen zur x-Achse gilt. Wir ziehen nun zu den 
Rechteckseiten mit dem hinreichend klein gewählten Abstand Ö die vier 
das Innere von R durchsetzenden Parallelen, so daß R in einen recht- 
eckigen Rahmen von der Breite d und ein darin liegendes kleineres Recht- 
eck R’ zerlegt wird, wobei P in R’ liegt. Wenden wir nun Hilfssatz ] 


auf die Funktion p, und die vier den Rahmen definierenden Parallel- 

Dip. 
5 

dem n gegen Null konvergiert, und da die Schwankung einer Potential- 


streifen der Breite d' an, so ergibt sich wegen (5.), da mit wachsen- 


*, d.h. es gebe zu jedem x dieses Intervalles Punkte in 2 mit der Abszisse x. 
26* 
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funktion im Inneren eines Gebietes die auf dem Rande nicht übersteigen 
kann, daß die Schwankung von 9, in R’ mit wachsendem n gleichmäßig 
gegen Null konvergiert. Wegen der Konvergenz der p, im Mittelpunkte 
und der Willkürlichkeit von d' ist somit der Hilfssatz bewiesen. — 

Als letzten Punkt dieses Abschnittes haben wir noch das Verhalten 
des Dirichletschen Integrales einer Potentialfunktion % über ein Rechteck 
zu erörtern. Ist diese Funktion auf dem Rande des Rechteckes noch 
regulär, so folgt ın bekannter Weise durch Anwendung der Greenschen 
Formel, daß u dem Dirichletschen Integrale einen kleineren Wert erteilt 
als jede andere im Rechteck stetige, stückweise stetig differenzierbare 
Funktion mit denselben Randwerten. Besitzt jedoch «u lediglich stetige 
Randwerte, ohne noch am Rande regulär zu sein, so hört diese Minimums- 
eigenschaft im allgemeinen auf, da, wie Prym, Hadamard u. a. bemerkt 
haben, trotz der Stetigkeit der Randwerte das Dirichletsche Integral von 
w unendlich werden kann. Doch gilt hier folgende für uns wichtige *) 
Tatsache: 


Hilfssatz III. Ist p eine im Rechteck R einschließlich des Randes 
stetige, im Inneren stetig differenzierbare Funktion mit endlichem Dirichlet- 
schen Integral D[y], so existiert auch das ‚Dirichletsche Integral D[u] 
der in R regulären, zu denselben Randwerten wie p gehörigen Potentidl- 
funktion, und es ist D[u] < D[y]. 

Zusatz: Die Voraussetzung über die Ableitungen von p darf für 
endlich viele Parallelen zu den Rechteckseiten aufgegeben werden, ohne daß 
der Hüfssatz seine Gültigkeit verliert. 

Der Beweis**) dieser Tatsache kann etwa folgendermaßen geführt 
werden. Sei p zunächst in R einschließlich des Randes stetig differen- 


*, Eine leichte Modifikation des Beweisverfahrens von II macht allerdings 
die Benutzung dieses Hilfssatzes ganz entbehrlich und gestattet so eine Abkürzung 
des Beweises: vgl. die erste Anm. auf S. 197; doch schien mir die im Text gegebene 
Beweisanordnung aus prinzipiellen Gründen den Vorzug zu verdienen. 

**, In der Literatur finden sich verschiedene Beweise des Hilfssatzes, die alle 
spezielle Ausdrücke für % benutzen; vgl. etwa Hadamard, Bull. Soc. Math. de France, 
34 (1906), p. 135—139, Zaremba, Bull. de l’Acad&mie de Cracovie, 1909, p. 206 ff., 
Courant, a. a. 0.; der hier. gegebene Beweis benutzt solche Ausdrücke nicht und ist 
daher nicht nur für Rechtecke, sondern für beliebige Gebiete anwendbar. 
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zierbar; dann können wir g durch Polynome o,(x, y) derart approximieren, 
daß auch die ersten Ableitungen von g durch die von o, überall in R 
gleichmäßig approximiert werden. Also ist auch lim D[o,]= D[Y]. Anderer- 


seits ist, wenn wir unter w, die in R reguläre, auf dem Rande von R 
mit go, übereinstimmende Potentialfunktion verstehen, D[w„]<D[e,]; denn 
u, ist auf dem Rande noch regulär und gestattet daher die Anwendung 
des @reenschen Satzes. Da aber «, und die Ableitungen von «, überall 
in R gegen uw und die Ableitungen von u konvergieren, und zwar gleich- 
mäßig für jedes im Inneren von R liegende Gebiet, so folgt sofort 
D[u] < lim sup D[w,] < D[Yy], wie bewiesen werden sollte. Ist nur im 


n=n 


Inneren, nicht mehr einschließlich des Randes mit stetigen ersten Ab- 
leitungen versehen, so wenden wir die obige Betrachtung auf das in R 
gelegene Rechteck R, an, dessen Seiten von denen von R den Abstand & 
besitzen; ist u,(z,y) die ın R, reguläre, auf dem Rande von R, mit 
übereinstimmende Potentialfunktion, so folgt D,[w,] < D,[y], wenn unter 
D, das über R, erstreckte Derichletsche Integral verstanden wird. Wegen 
der Konvergenz von u, und den Ableitungen von u, gegen u und die 
Ableitungen von u folgt hieraus wie oben die behauptete Relation 
D[u]<D[y]. — Der Beweis ist hiermit gleichzeitig auch für den Fall 
erbracht, daß es eine oder mehrere Geraden in R gibt, bei deren Über- 
schreiten die Ableitungen von  endliche Sprünge erleiden, so, daß diese 
Ableitungen von beiden Seiten der Geraden her bestimmte, nicht notwendig 
gleiche Grenzwerte besitzen. Denn offenbar läßt sich eine solche Funktion 
derartig durch eine andere y, mit in R stetigen Ableitungen approximieren, 
daß das Dirichletsche Integral von y, das von p beliebig genau approximiert. 


Um endlich die in dem Zusatze ausgesprochene Erweiterung des 
Hilfssatzes zu beweisen, genügt es etwa anzunehmen, daß durch die Gerade 
x = 0 das Rechteck R in zwei Rechtecke R, und R, zerlegt wird, für die beide 
die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt. Indem wir  ın R, und R, 
durch die entsprechenden Potentialfunktionen ersetzen, verkleinern wir, 
dem obigen zufolge, den Wert des Dirichletschen Integrales; wir können 
daher von vornherein voraussetzen, daß eine in R, und R, reguläre Poten- 
tialfunktion ist. Nunmehr ziehen wir beiderseits zu 2=0 im Abstande : 
Parallelen g,, 9, und zerteilen so R in drei Rechtecke AR}, R; und R,, wobei 
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R, die Breite 2& besitzt. Ersetzen wir jetzt g durch eine Funktion Y,, 
die in R, und %,, auf g, und 9 mit übereinstimmt, in R, eine reguläre 
Potentialfunktion ist, und deren normale Ableitungen auf den beiden 
schmalen Seiten von R, verschwinden, so wird jedenfalls D[y,] <D[Y], 
wie die hier mögliche Anwendung des Greenschen Satzes ergibt. Da für 
die auf dem Rande von R mit , übereinstimmende, in R reguläre Poten- 
tialfunktion %, den voranstehenden Überlegungen zufolge D[u,] < D[Y.] 
gilt, und da «, mit abnehmendem & gegen u konvergiert, — und zwar, wie 
oben, gleichmäßig nebst Ableitungen in jedem im Inneren von R liegenden 
sebiet — so folgt Dfu] < D[Yy], und der Zusatz ist somit bewiesen. 


1I. Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 


1. Formulierung des Problemes. Essei (2 ein beliebiger ganz 
im Endlichen der x-y-Ebene gelegener schlichter Bereich, wie er in Ab- 
schnitt I, 1 definiert wurde. Um unnütze, den Gedankengang verschleiernde 
Allgemeinheit zu vermeiden, wollen wir zunächst voraussetzen, daß 2 
einfach zusammenhängend ist und etwa von einer Jordanschen Kurve 
begrenzt werde. Wir werden dann am Schlusse dieses Abschnittes leicht 
erkennen, daß diese Voraussetzungen völlig entbehrlich sind. Es sei f(z,Yy) 
eine in 42 einschließlich der Randpunkte stetige Funktion von x und y. 
Dann ist das Problem, zu entscheiden, ob es stets eine in 42 reguläre 
Potentialfunktion u(z, y) gibt, die sich bei Annäherung des Punktes (x, y) 
an den Rand denselben Werten nähert wie f(z,y). Wir machen ferner 
die Voraussetzung, daß f(z,y) ın (2 stückweise zweimal stetig differen- 
zierbar ist mit der Beschränkung, daß die Unterbrechung der Stetigkeit 
der Ableitungen lediglich auf Parallelen zu den Koordinatenachsen statt- 
finden darf, und daß das Dirichletsche Integral D[f] von f(z,y) über (2 
existiert. Diese Voraussetzungen sind z. B. stets erfüllt, wenn f eine in 
einem 42 enthaltenden Gebiet analytische Funktion, etwa ein Polynom, ist. 
Unter diesen Voraussetzungen hat das folgende Variationsproblem einen 
Sinn: Unter allen Funktionen, die in (2 stetig und stückweise zweimal 
stetig differenzierbar sind derart, daß eine Unterbrechung der Stetigkeit 
der Ableitungen nur auf Parallelen zu den Koordinatenachsen eintreten 
darf, und die ferner dieselben Randwerte wie f(x, y) besitzen, ist diejenige 
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u gesucht, für welche das Dirichletsche Integral D[u] ein Minimum 
wird *). 

Wir werden zeigen, daß dieses Problem eine Lösung « besitzt, und 
daß diese Lösung eine überall in (2 reguläre Potentialfunktion und somit 
die Lösung der Randwertaufgabe ist. 

2. Minimalfolgen. Da die konkurrenzfähige Funktion f ein 
Dirichletsches Integral über (2 besitzt, so gibt es jedenfalls eine nicht 
negative untere Grenze d für die Werte, welche das Dirschletsche Integral 
konkurrenzfähiger Funktionen über (2 annehmen kann. (Unser Ziel ist, zu 
zeigen, daß der Wert d wirklich von einer solchen Funktion erreicht wird.) 
Die Zahl d ist also dadurch definiert, daß für jede konkurrenzfähige 
Funktion 


(6.) D[y]) >d 
ist, und daß es eine Folge von konkurrenzfähigen Funktionen %,, fs, fs; --- 
gibt**) derart, daß 

[r) lim D[y,]= d 


wird. Eine solche Funktionsfolge soll eine Minimalfolge heißen. 

Die Minimaleigenschaft einer Minimalfolge drückt sich in dem 
folgenden Hilfssatze aus: 

Hilfssatz IV: Ist 1, Ps, 3, ... eine Minimalfolge, n1, Ns, Ns; - 
eine Folge von Funktionen, die in 42 denselben Bedingungen wie die Funk- 
tionen Y genügen, die ferner verschwindende Randwerte besitzen, und deren 
Dirichletsche Integrale alle unterhalb einer von n unabhängigen Schranke 
liegen, so gult 

(8.) m D[$. nn] =. 

In der Tat, da für jeden reellen Parameter « die Funktion y„-+ en, 

konkurrenzfähig ist, so gilt 
D[p. +27.) = D[y,] + 22.D[Yp.. nnJ+ © D[n.] >d. 

*) Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daß im folgenden der Gebrauch 
des Hilfssatzes III ausgeschaltet werden kann, wenn man als weitere Konkurrenz- 
bedingung hinzufügt, daß die Werte der zulässigen Funktionen auf jeder der in $ 3 
dieses Kapitels definierten Geraden eine analytische Funktion der Bogenlänge sind. 
Der Beweis gewinnt hierdurch etwas an Kürze, verliert jedoch an Natürlichkeit. 

**) Es bietet keine Schwierigkeiten, solche Folgen wirklich anzugeben und 


damit sodann aus den nachfolgenden Existenzbeweisen ein Verfahren zur Konstruktion 
der betreffenden Potentialfunktionen zu machen. 
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Da nun lim D[y,]=d ist, so müssen alle Häufungsstellen der Werte 


28 D[pn, 7n] + © D[n„] größer oder gleich Null sein, was auch & sei. Das 
aber tritt dann und nur dann ein, wenn (7.) gilt. 

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatze ziehen wir eine wichtige 
Folgerung. Wir können die in der Identität 


(9.) D[y„] ven D[Yy,] r 2D[Y,. m p.) + D[Ym Ad: pn) 


auftretenden Differenzen 9, — g,„ mit den Funktionen n, identifizieren, da 
ihr Drrichletsches Integral wegen (4.) offenbar beschränkt ist. Lassen wir 
also n und gleichzeitig auch m irgendwie unbegrenzt wachsen, so folgt 
aus (7.), (8.) und (9.) 

(10.) lim D[p„— 9]1= 0. 


n=Xn 
M= X 


3. Normierung der Minimalfolgen. Die Gleichung (10.) reicht 
keineswegs aus, um auf Konvergenz der Minimalfolge der y, schließen zu 
lassen. Vielmehr ist es leicht, Beispiele von solchen Folgen anzugeben, 
die in einer überall dichten Punktmenge divergieren. Hierin liegt die 
Hauptschwierigkeit für den Beweis*). Wir überwinden diese Schwierigkeit, 
indem wir von der Minimalfolge der 9, zu einer anderen, normierten 
übergehen. Zu diesem Zwecke zerlegen wir 42 in abzählbar viele Recht- 
ecke R,, R,, R;,... mit achsenparallelen Seiten und gegen Null konver- 
gierendem Umfang derart, daß im Inneren von 42 keine Häufungspunkte 
von Rechtecksecken vorkommen. Nun lösen wir mit den Werten, welche 
die Funktion y, auf dem Rande jedes dieser Rechtecke R, annimmt, als 
Randwerten für R, die Randwertaufgabe der Potentialtheorie. So gelangen 
wir zu einer Funktion «,, die auf allen Rechteckseiten mit 4%, überein- 
stimmt, in jedem der R, eine reguläre Potentialfunktion ist und ebenso 
wie , zu den konkurrenzfähigen Funktionen gehört, da ihre Extrema für 
jedes Rechteck auf dessen Rande liegen. In derselben Weise erhalten wir 
aus , eine konkurrenzfähige stückweise reguläre Potentialfunktion u, usw. 
Die Folge u,, %, U,... Ist nun ebenfalls eine Minimalfolge; denn der 
Hilissatz III sagt aus, daß das Dirichletsche Integral jeder dieser Funk- 
tionen w, über irgendeines der Rechtecke nicht größer als das entsprechende 


*) Man kann sagen, daß alle verschiedenen Beweismethoden sich wesentlich 
durch die verschiedene Art der Überwindung dieser Schwierigkeit unterscheiden. 
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Integral für die betreffende Funktion y„ist. Es ist also auch Dfu,] < D[Y,]; 


(11.) lim D[w,] = d. 


n=%o 


Wir bezeichnen die uw, als eine normierte Minimalfolge. 

4. Konvergenz der normierten Minimalfiolge Von der 
normierten Minimalfolge zeigen wir nun mit Hilfe von Hilfssatz II leicht, 
daß sie im Inneren jedes der Rechtecke R, konvergiert. Zunächst über- 
zeugen wir uns von der Tatsache, daß die Werte c, von w„ im Mittel- 
punkte P eines der Rechtecke, das wir mit R bezeichnen, absolut genommen 
unterhalb einer von n unabhängigen Schranke liegen. In der Tat muß 
die Kurve u„= const. = c,, die durch P geht, von P aus verfolgt nach 
dem Rande von R hinführen, da u, eine in R reguläre Potentialfunktion 
ist. Es gibt also gewiß einen Parallelstreifen zu einer der Koordinaten- 
achsen, etwa der z-Achse, der R durchschneidet, eine von n unabhängige 
Breite a besitzt und von der Kurve w,=c, durchschnitten wird. Nun 
besagt der Hilfssatz I, daß es eine diesem Parallelstreifen angehörige Ge- 


=) + e )| dx kleiner als 


ausfällt. Da aber die Randwerte von u, auf dem Rande von 2 


rade y= const. gibt, auf der das Integral fi | 
D [un] 
.— 


beschränkt sind, und der Ungleichung (5.) zufolge die Schwankung von 
u, auf dieser Geraden wegen der Beschränktheit von D[w,] gleichmäßig 
in n beschränkt ist, so folgt unsere Behauptung über die Werte c,; denn 
die Geraden y = const. des Parallelstreifens verbinden jedenfalls einen Punkt 
der Kurve u,=c, mit einem Punkt des Randes. 

Wegen der Beschränktheit der c, können wir jedenfalls eine Teil- 
folge ©), %, %y,... der u, so auswählen, daß die Werte der v, im Mittel- 
punkte von R konvergieren. Da nun die uw, eine Minimalfolge sind, so gilt 
wegen Gleichung (10.) lim D(u, — u,„) = 0 also auch lim D (v, — v,) = 0, und 
nunmehr folgt nach Hilissatz II unmittelbar, daß die v„ gleichmäßig in 
jedem ganz im Inneren von R liegenden Gebiet konvergieren. Die Grenz- 
funktion ist daher eine überall in R reguläre Potentialfunktion v. 

Würde nun die Folge der u, nicht selbst konvergieren, so gäbe es 
eine zweite Teilfolge w,, wg, w,, ..., die in R gegen eine von v verschiedene 
Grenzfunktion w konvergiert. Wegen lim D(v,— w,)= 0 könnten sich 


aber v und w nur um eine additive Konstante unterscheiden. Nun lehrt 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 27 
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die vorangehende Überlegung, wenn wir sie auf die Funktionen 9,=v, — w, 
anwenden und das Verschwinden der Randwerte von p, auf dem Rande 
von 2 sowie die Relation lim D[p,]= 0 beachten, daß bei hinreichend 


n=n 


großem n die Werte von |p,| im Mittelpunkte P von R beliebig klein 
sind. Die konstante Differenz v— w=limp, kann also nicht von Null 


n=% 


verschieden sein. Mithin ist bewiesen, daß die Funktionen «w, in jedem 
der Rechtecke konvergieren und daß die Grenzfunktion « eine im Inneren 
jedes dieser Rechtecke reguläre Potentialfunktion ist. 

5. Regularität der Grenzfunktion in 2. Auf den Seiten 
der Rechtecke braucht die Folge der u, keineswegs zu konvergieren. 
Trotzdem werden wir zeigen, daß die zunächst nur für das Innere jedes 
Rechteckes definierten Funktionsstücke u sich zu einer in 42 stetigen und 
regulären Potentialfunktion zusammenschließen. Wir betrachten zu diesem 
Zwecke etwa zwei längs einer Seite aneinandergrenzende Rechtecke R und A, der 
Rechteckseinteilung. Anstatt die Normierung der Minimalfolge ,, 2, 3; »-- 
wie in Nr. 3 vorzunehmen, hätten wir, wie in der 





r, | Figur 1 durch Ziehen der punktierten Linie, ein 
pr: | Rechteck R’ bilden können, das die R und A, ge- 
meinsame Begrenzungslinie g in seinem Inneren 








R" R' enthält; so erhalten wir eine neue Rechtecksein- 
teilung von 2, die sich von der vorigen lediglich 











dadurch unterscheidet, daß der ursprünglich von 
N R und R, eingenommene Raum nunmehr von zwei 
anderen Rechtecken R’ und AR” erfüllt wird. Indem wir den Normierungs- 
prozeß von Nr. 3 mit dieser neuen Rechteckseinteilung machen, erhalten 
wir aus den %,, fg, 5 eine neue Minimalfolge u, ug, ug,..., die nach Nr. 3 
gegen eine in R’ reguläre Grenzfunktion w” konvergiert. Da auch die 
Folge u,, u, %g, ug,... eine Minimalfolge ist, so gilt nach Gleichung (10.) 


lim Dfw„— w,]= 0. Hieraus folgt nach Hilfssatz II, daß die Differenz 


n=o 


u„— u, in allen von Seiten der alten und neuen Rechteckseinteilung freien 
Teilgebieten von (2 gegen konstante Werte konvergiert, und die Schluß- 
betrachtung von Nr. 4 lehrt, daß diese Konstanten Null sein müssen. Es 
ist also u mit w’ in diesen Gebieten überhaupt identisch, und da w’ auf 
g regulär ist, so ist die Behauptung dieses Paragraphen für die Linie g 








ee gerne 2. 
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bewiesen. In derselben Weise erkennt man die Regularität von « in den 
Ecken der Rechteckseinteilung, indem man zu einer neuen Einteilung über- 
geht, bei der eine Ecke der alten Einteilung ins Innere eines Rechteckes 
zu liegen kommt. 

6. Die Randwerte der Grenzfunktion. Es bleibt nur noch 
zu zeigen, daß u die vorgeschriebenen Randwerte besitzt. Zu diesem 
Zwecke überzeugen wir uns zunächst, daß D(w)=d ist. In der Tat folgt 
aus Gleichung (9.), wenn wir darin allein n ins Unendliche wachsen lassen, 
(8.) beachten und statt der Funktionen p, die Funktionen u, einsetzen, 

D[u„]=d+ lm Dfuw,— u„]; 


hieraus aber ergibt sich, da für jedes ganz im Inneren von (2 liegende 
Gebiet lim Dfuw,— u„]> D[u— u,„] ist, durch Grenzübergang zu m= x 


n=n 


(12.) lım Dfuv — u„]= 0. 


Nun ist Kg 
Dfu — u,]= D[u] — 2 D[w, u„]+ D[u,„]; 


und wegen (4.) ist 


Df[u,u,.]< YD[u]D[u.] ; 
es ist also 
D[u— u,] > D[u] + D[u,]— 2 VDf[uw]Dfu,]|; 
d.h. 
Dfu — w„]> ||VD[u„] — VD[u] }?. 
Wegen (12.) folgt hieraus 
(13.) D[u] = lm D[u,„] = d. 


Nunmehr betrachten wir (Fig. 2) 
einen Punkt P ım Inneren von (2, dessen 
kürzester Abstand vom Rande a ist; Q 
sei ein Randpunkt, so daß die Strecke PQ 
die Länge a besitzt. Da das Innere der 
Kreisfläche X mit P als Mittelpunkt und 
a als Radius ganz in 2 liegt, so muß die 





Fig. 2. 


Kurve «= const., die durch P geht, von 

P aus nach irgendeiner Richtung verfolgt nach dem Rande von K hin- 

führen. Es muß also jede um P mit einem Radius r <a geschlagene 

Kreislinie diese Kurve mindestens einmal treffen. Der Wert von u in P 
27° 
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sei u, die Werte von % auf P® bilden eine stetige Funktion u(r) des 
Abstandes r vom Mittelpunkte P. Führen wir nun in X Polarkoordinaten 
r und 3 ein, so haben wir offenbar 


2n| 
wur) </ 155 49: 
- | 


wobei das Integral bei festem r zu nehmen ist; denn der Integrationsweg 
trifft ja notwendig die Kurve v=w’. Durch Integration dieser Ungleichung 
nach r und Anwendung der Schwarzschen Ungleichung erhalten wir 


SF u —u(r d<f 's 4 5 War <Yana [” I “y'asar, 


A u 
also, da gr > 1 ist, erst recht 


F uw — u(r )lär<ya: 2na” “ll; 2: hr. 
Da nun e Y; »E a. ic 4 la ist, haben wir schließlich 


(14.) F: u — u(r)\dr<aV2nD;[u], 


“ 


0 


wobei D,[%] den Wert des Dirschletschen Integrals von u über ÄX bedeutet. 

Die analoge Betrachtung stellen wir nun für den Kreis X’ mit dem 
Radius « um den Punkt ® an; die konzentrischen Kreise vom Radius 
o<Za werden bei hinreichend kleinem « sämtlich den Rand von £2 treffen. 
Ist /, der vorgegebene Randwert im Punkte @, so werden sich sämtliche 
Randwerte der Funktionen «, in Randpunkten innerhalb X’ um weniger 
als eine positive nur von a abhängende Zahl e von f, unterscheiden, wobei 
e mit a gegen Null konvergiert. Die analoge Betrachtung wie oben, für 
K’und die Funktion w, ausgeführt, ergibt nun hier, wenn mit u, (0) = u, (a — r) 
die Werte der Funktion w, auf dem Radius Q@P im Abstande oe von ® 
bezeichnet werden, 





Sunte) —fı| E e| do ae aV2n Dy[u,]; 
0 


dabei bedeutet D,‚[u,] das Dirichletsche Integral von u, über den zu Q2 
gehörigen Teil von K’. In dieser Ungleichheit können wir nun wegen (13.) 
sofort den Grenzübergang von u, zu u vornehmen und erhalten so schließlich, 


wenn wir wieder r statt o einführen, 


TEEN ER EERLZTELTEELLERELEEEN EEE ONE 





ee Nager nt 
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Sun —hi—eldr <aV2nDy [u]. 


Durch Addition dieser Relation zu (14.) ergibt sich nunmehr 
iw — h—-edr<a 'V2n D,[u] + Y2n Dy[u]) 


0 
oder 


(15.) w— 4, —e<V2nD,[u]+ V2rDy[u]. 
Hiermit ist unsere Behauptung bewiesen; denn, da e und die rechte Seite 
mit a gegen Null konvergiert, — und zwar gleichmäßig für den ganzen 
Rand —, so folgt hieraus, daß u° gegen f, konvergiert, wenn sich P dem 
Punkte ® nähert. Gleichzeitig enthält die Formel (15.) eine bemerkenswerte 
Aussage über die Geschwindigkeit, mit der bei Annäherung des Punktes P 
an den Rand der Wert von u in P seinem Randwert zustrebt. 

Das Ergebnis der vorangehenden Betrachtungen ist also die Lösung 
des Dirichletschen Varvationsproblemes von Nr. 1 und gleichzeitig der Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie für den einfach zusammenhängenden Bereich 2. 

7. Verallgemeinerung des Resultats. Bei den vorangehenden 
Überlegungen ist von der Voraussetzung, daß (2 von einer Jordanschen 
Kurve begrenzt ist, nirgends wesentlich Gebrauch gemacht worden; diese 
Voraussetzung kann also, wenn Dff] existiert, ohne jede Änderung des 
Ergebnisses aufgegeben werden. Ebenso ist die Voraussetzung des einfachen 
Zusammenhanges durchaus entbehrlich. Die Überlegungen unter Nr. 2—5 
bleiben für jeden beliebigen, auch unendlich vielfach zusammenhängenden 
Bereich bestehen. Dagegen ist bei der Argumentation von Nr. 6 die Voraus- 
setzung wesentlich, daß der um den Randpunkt @ geschlagene Kreis bei 
hinreichend kleinem Radius Randpunkte auf der Peripherie enthält, daß, 
wie wir sagen wollen, @ kein punktförmiges Begrenzungsstück ist. In 
der Tat können wir, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ıst, nicht 
erwarten, daß u ın P den vorgeschriebenen Wert annimmt; so ist es 
z. B. im allgemeinen nicht möglich, eine Potentialfunktion zu konstruieren, 
die auf dem Rande und im Mittelpunkte eines Kreises vorgegebene Werte 
besitzt und sonst im Kreise regulär ist. 


Verzichten wir aber auf die Forderung, daß vw auch in den punkt- 
förmigen Begrenzungsstücken vorgeschriebene Randwerte annimmt, so bleibt 
die Überlegung von Nr. 6 bestehen, und unter dieser Voraussetzung ist 
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also die Randwertaufgabe für einen beliebigen schlichten, im Endlichen ge- 
legenen, endlich oder unendlich vielfach zusammenhängenden Bereich gelöst. 

Die Ausdehnung dieses Resultates auf nicht schlichte Bereiche liegt 
auf der Hand. — Ferner sieht man, daß alle unsere Überlegungen genau 
ebenso für die Randwertaufgabe der Potentialtheorie im Raume von drei 
und mehr Dimensionen gelten. 

Was schließlich die Voraussetzung betrifit, daß die Vergleichs- 
funktion. f ein endliches Dirichletsches Integral besitzt, so läßt sich diese 
in bekannter Weise etwa für Bereiche mit lauter einfachen Randpunkten 
folgendermaßen nachträglich entbehrlich machen: Es seien f,, fs, fs; ... solche 
Polynome in x und y, daß die Randwerte von f, gleichmäßig gegen die 
von f konvergieren. Nach den Ausführungen dieses Abschnittes existiert 
die mit /, auf dem Rande übereinstimmende, in (2 reguläre Potential- 
funktion u”. Da nun auf dem Rande u” — u" gleichmäßig beliebig 
klein wird, wenn nur n und m hinreichend groß sind, so existiert offen- 
bar lim u” =u, und zwar gleichmäßig für alle Punkte von £2 einschließlich 


n=n 


des Randes. Hieraus folgt, daß uw die gesuchte Lösung der Randwert- 
aufgabe ist. 


III. Anwendung der Methode auf andere Existenzbeweise. 


Die Methode des vorigen Abschnittes läßt sich ohne wesentliche 
Modifikationen zum Beweise der übrigen in der Einleitung genannten 
Existenzsätze anwenden. Es wird daher genügen, die Punkte hervor- 
zuheben, in denen Änderungen jener Überlegungen eintreten. Zunächst 
ist hier der Ansatz des Variationsproblemes ein anderer. Handelt es sich 
z. B. um die Existenz der Abelschen Integrale zweiter und dritter Gattung 
mit vorgegebenen polaren bzw. logarithmischen Singularitäten auf einer 
gegebenen Riemannschen Fläche 42, so scheint es das einfachste, eine von 
H. Weyl*) herrührende Form des Ansatzes zugrunde zu legen. Sei etwa 
ein Integral zweiter Gattung zu finden, dessen Realteil % lediglich an 
einer nicht in einen Windungspunkt fallenden Stelle P (xe=0, y=0) der 


Riemannschen Fläche unendlich wird, wie —, — unter p und r Polar-. 


koordinaten in dem x-y-System verstanden — so verfahre man nach Weyl 


*) Vgl. das oben zitierte Buch, S. 91 ff. 
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folgendermaßen: Man schlage einen Kreis X von hinreichend kleinem 
Radius a um P, so daß durch Ä noch ein schlichtes Gebiet von 2 aus- 
geschnitten wird. Wir definieren ferner eine unstetige Funktion &, welche in X 


mit 7 = _ Mi nn übereinstimmt und außerhalb X identisch Null ist. 


Auf K ist die normale Ableitung von 7 Null. Nunmehr lautet das Variations- 
problem: Unter allen auf (2 stückweise zweimal stetig differenzierbaren 
Funktionen Y, für die + & überall in 2 außer in P stetig ist, und die 
in einem willkürlich vorgeschriebenen Punkte A von £2 verschwinden, ist 
die gesucht, für welche das Dierichletsche Integral 
* pn? 2 
MORE 


ein Minimum wird. 


. ° . eu . . r o cos N 
Wird in P eine höhere Unstetigkeit vorgeschrieben, etwa . 


osNn cos N 
au nn y” - p 


. . . G . o. .* ’ 
so wird & ım Inneren von X mit Dr zu identifizieren sein; 


im übrigen bleibt das Variationsproblem ungeändert. 

In analoger Weise wird 7 und & definiert, wenn es sich um die 
Existenz eines Integrales dritter Gattung handelt, das in zwei Punkten von X 
logarithmisch unendlich wird. — Ist U die Lösung des obigen Variations- 


problemes, so ist 
u=U+» 


die gesuchte Potentialfunktion. 

Die Integrale erster Gattung erhält man entweder durch Addition 
endlich vieler dritter Gattung oder durch Lösung eines Variatıonsproblemes 
der betrachteten Art, bei dem den konkurrenzfähigen Funktionen die Be- 
dingung auferlegt wird, längs eines vorgegebenen, etwa aus Parallelen zur 
xz- und %-Achse bestehenden Rückkehrschnittes der Fläche (2 einen ge- 
gebenen konstanten Sprung zu erleiden. 

Ist (2 keine endlich vielblättrige und endlich vielfach zusammen- 
hängende geschlossene Riemannsche Fläche, sondern ein völlig beliebiger 
Bereich, über dessen Blätterzahl, Zusammenhang und Berandung nichts 
vorausgesetzt wird, so liefert der obige Ansatz ebenfalls zugehörige Poten- 
tiale, bzw. analytische Funktionen. Speziell ist die Funktion mit einem 
Pol erster Ordnung in P diejenige, welche die konforme Abbildung von 42 
— wenn 52 ein ‚‚schlichtartiger“ Bereich ist — auf die von geradlinigen, 
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parallelen Schlitzen begrenzte Ebene liefert, und, wenn (2 die geeignete zu 
einer algebraischen Riemannschen Fläche gehörige Überlagerungsfläche ist, sich 
lescht als die uniformisierende Variabele vom Grenzkreis- bzw. Schottky- 
typus erweist. —*) 

Um nun den Beweis für die Existenz der Lösung der obigen 
Variationsprobleme zu führen, verfahre man ganz analog wie in II; man 
zerlege (2 in Rechtecke R,, R,,..., wobei Windungspunkte und unend- 
lich ferne Punkte als Randpunkte zu betrachten sind und R, den Kreis X 
im Inneren enthält; man gehe sodann von einer beliebigen Minimalfolge 
fı, Pg, Pg,... aus, deren Existenz hier klar ist, und normiere sie. Dabei 
ist auf das Rechteck R, besonders zu achten; wir haben nämlich für R, 
mit den Randwerten, die dort 9, — 7 annimmt, die Randwertaufgabe zu 
lösen und die normierte Funktion «, in X mit dieser Potentialfunktion 7, 
zu identifizieren, in dem übrigen Teil von R, jedoch w„=p,+ 7 zu 


setzen. Wegen der Relation °P _ og auf K ist das Dirichleische Integral 


or 
von %, über R, kleiner als das von y,. Nun beweist man ebenso wie 


früher die Konvergenz der normierten Folge und die Regularität der 
um ®& vermehrten Grenzfunktion in allen im Endlichen gelegenen ge- 
wöhnlichen Punkten von (2 mit Ausnahme von P. Da nämlich ın A 
die Werte von 9%, vorgeschrieben sind, so folgt zunächst die Konvergenz 
in dem A enthaltenden Rechtecke R, und hieraus ergibt sich dann 
die Konvergenz in den Nachbarrechtecken u. s. f. durch die analogen 
Schlüsse wie in II. 

Die Regularität von « in unendlich fernen Punkten oder Windungs- 
punkten, die innere Punkte von 2 sind, folgt sofort daraus, daß man 
sonst durch Lösung der Randwertaufgabe für das Äußere eines den be- 
treffenden Punkt co einschließenden Kreises oder für das Innere eines 
mehrfach überdeckten, den betreffenden Windungspunkt umschließenden 
Kreises mit den dort von der Funktion u angenommenen Randwerten zu 
einer konkurrenzfähigen Funktion «’ mit kleinerem Dirichletschen Integrale 


gelangen würde. 


*) Vgl. die oben zitierte Arbeit des Verfassers sowie „Über die Anwendung 
des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme der konformen Abbildung“, Math. 
Ann., Bd. 71, 1911. 
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IV. Über Ränderzuordnung bei konformer Abbildung. 


Die elementaren Betrachtungen des Dirichletschen Integrales, die 
unserem Existenzbeweise zugrunde liegen, gestatten auch in einfacher 
Weise das Problem der Ränderzuordnung bei konformer Abbildung, — sofern 
es ein Problem der Funktionentheorie und nicht der Analysis situs ist — 
zu behandeln. Diese Untersuchungen gipfeln, soweit sie sich auf die kon- 
forme Abbildung eines einfach zusammenhängenden, von einer Jordanschen 
Kurve begrenzten Gebietes auf einen Kreis beziehen, in dem folgenden 
Satze*): Bei der konformen Abbildung eines schlichten, von einer Jordan- 
schen Kurve begrenzten einfach zusammenhängenden Bereiches B auf einen 
Kreis K entsprechen die Randpunkte von B und K einander umk>hrbar 
eindeutig und stetig. Darüber hinaus kann man auch bei dem allge- 
meinsten einfach zusammenhängenden Bereich nach Caratheodory zu einem 
entsprechenden Resultat gelangen, indem man erkennt, daß hier an Stelle 
der Randpunkte gewisse perfekte Punktmengen treten, die von Caratheo- 
dory als ‚„Primenden‘‘ bezeichnet werden. 

Dieser Satz ist eine direkte Folge der beiden nachstehenden Hilfs- 
sätze : 

Hilfissatz a)**. Es sei f{z2)=wu-+ iv eine in der Umgebung einer 
geradlinigen Strecke S der z-Ebene analytische Funktion der komplexen 
Variabeln z= x + iy, welche diese Umgebung auf einen Bereich mit end- 


*, Dieser Satz wurde 1903 ohne Beweis von Osgood veröffentlicht: erst 1913 
erschien in den Transactions of the American mathematical society, Bd. XIV, eine 
Arbeit von Osgood und Taylor: „Conformal Transformations on the boundaries of their 
regions of definition“ mit einem Beweise des Satzes. Etwas früher als in dieser 
Arbeit erhielt das Problem der Ränderzuordnung seine Lösung durch Caratheodory: 
„Über die gegenseitige Beziehung der Ränder bei der konformen Abbildung des Inneren 
einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis.“ „Über die Begrenzung einfach zusammen- 
hängender Gebiete“, Math. Ann., Bd. 73, 1913. Vgl. ferner das Buch von Study 
„Vorlesungen über ausgewählte Gegenstände der Geometrie, II* (Leipzig 1913), die 
Noten von Koebe „Ränderzuordnung bei konformer Abbildung“ und Caratheodory „Zur 
Ränderzuordnung bei konformer Abbildung“ Gött. Nachr. 1913, eine Note von Lindelöf, 
„Sur la repr&sentation conforme“ C. R., Paris, 26. Jan. 1914, die während des Druckes 
dieser Arbeit erschien, sowie eine Note von mir „Über eine Eigenschaft der Abbildungs- 
funktionen bei konformer Abbildung“, Gött. Nachr. 7. Februar 1914. 

**, Vgl. den analogen Hilfssatz, auf den Herr Koebe in seiner zitierten Note 
den Beweis stützt. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. IR 
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lichem Flächeninhalt abbildet; es seien ferner C,, C,, C,,... unendlich viele 
einander nicht treffende analytische Kurvenstücke, die eine Teüstrecke AB 
von 8 gleichmäßig approximieren. Wenn dann die Funktionswerte f(z) auf 
den CO, mit wachsendem n gegen eine Konstante c konvergieren, dann ist f(z) 
identisch mit dieser Konstanten. 

Zum Beweise beachten wir, daß die Voraussetzung der Endlichkeit 
des Flächeninhaltes des Bildbereiches die Endlichkeit des über die Um- 
gebung von S erstreckten Dirschletschen Integrales D[w] und des gleich- 
wertigen entsprechenden Integrals von v bedeutet, und nehmen zur Bequem- 
lichkeit an, daß S in die &-Achse hineinfällt und daß c=0 ist. Dann 
folgt sofort (Hilfssatz I, S. 192), daß es zwei Geraden x= const., etwa 
91,9: gibt, die S innerhalb AB treffen, etwa in den Punkten A’, B’, und 
längs deren das einfache Integral 


ou\ ou\ 
Sa) + Falk, 
einen endlichen Wert I, bezw. I, besitzt. Nun gilt aber auf g, für die 


Schwankung von u 
vr du? 
(u (8, Yı) — u(z, %))” (Sn “ dy) < <(y 2) / = dy< n—Yyıllı; 


da aber die Werte von u in ni Schnittpunkten von g, mit 0,,0,,05,... 
gegen Null konvergieren, so konvergieren sie also auf g, bei Annäherung an das 
durch die C, approximierte Ufer A4’B’ überhaupt gegen Null, und dasselbe gilt 
für die Gerade g,. Jetzt beachten wir, daß die Geraden g, und 9, zusammen 
mit den (/, eine Folge einfach zusammenhängender, lückenlos aneinander- 
liegender Bereiche begrenzen, und daß auf den Rändern dieser Bereiche u 
beliebig klein ist, wenn der Bereich nur hinreichend nahe an AB liegt. 
Also konvergiert «, da eine Potentialfunktion ihre Extrema stets auf dem 
Rande eines Regularitätsgebietes besitzt, bei Annäherung an das betrachtete 
Ufer von AB überhaupt gegen Null. Dasselbe gilt von v und mithin 
von f(z). Daher ist nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie 
f() =, q.e.d. 

Hilfssatz b). Sei u(x,y) eine in einem schlichten Bereiche B der 
©-y- Ebene reguläre Potentialfunktion; sei P ein erreichbarer Randpunkt*) 


| * Wir zählen hierbei einen mehrfachen Punkt als mehrere einfache so, daß 
zwei Linien C, ©, der oben betrachteten Art keine Randpunkte außer P einschließen 





dürfen. 
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von B und C,, C, zwei in P endigende stückweise unalytische Linien, die außer 
P nur innere Punkte von B enthalten. Wenn dann u Grenzwerte besitzt, 
sobald der Punkt (z,y) auf C, oder Ü, gegen P rückt, und wenn diese 
Grenzwerte verschieden sind, dann ıst das Dirichletsche Integral von u er- 
streckt über B unendlich. 


Zum Beweise führen wir Polarkoordinaten 0,9% um den Punkt ? 
herum ein und betrachten einen Kreis mit dem Radıus R um P, der so 
klein ist, daß die Differenz eines Wertes u in einem auf Ü, und in diesem 
Kreise gelegenen Punkte von einem Werte u in einem auf C, und in 
diesem Kreise gelegenen Punkte stets absolut genommen größer als eine 
feste positive Zahl « bleibt. Dann ist jedenfalls auf jedem konzentrischen 
Kreise vom Radius eo <R die Schwankung von u größer als «, da jeder 
solche Kreis den von ©, und C, ausgeschnittenen Zipfel von B durch- 
schneidet. Es ist also für Oo<o<R 

"ou 
e</ 155 9° 
wobei dieses Integral über den zwischen C, und (, fallenden Teil des 
konzentrischen Kreises mit dem Radius o erstreckt ıst. Es gılt also 


ou\ 1 zo „ 
a? < 2n / (72) dd = ano (55) odY. 
Durch Division mit e und Integration zwischen den Grenzen 0 <r<eo<_R 
folgt 


(16.) a? log e <2n/f (2#)oded9, 


wobei das Integral rechts über den zwischen €, und C, fallenden Teil des 
Kreisringes zu erstrecken ist. Da nun 


ou” ou? 1/0u\  /ouN\ 

32) r (55) a 3 r (5) 
ist und die linke Seite von (16.) mit gegen Null konvergierendem r 
unendlich wird, so ist der Hilfissatz b) bewiesen. 


erst recht 


Nunmehr folgt der Osgood-Caratheodorysche Satz unmittelbar. Sei 
B der abzubildende in der Ebene der komplexen Variabeln (=S+ en 
gelegene Bereich; statt ihn auf das Innere eines Kreises abzubilden, bilden 


wir ihn der Bequemlichkeit wegen auf die ganze, von einem geradlinigen 
28* 
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Schlitz S begrenzte z-Ebene ab, wobei einem gegebenen inneren Punkte 
O von B der unendlich ferne Punkt der 2-Bildebene entspricht. B und 
das Bild jedes den Punkt O nicht im Inneren oder auf der Begrenzung 
enthaltenden Teilgebietes von B besitzt endlichen Flächeninhalt. {= f(z) 
sei die Abbildungsfunktion. 

Sei nun P ein erreichbarer Randpunkt von B, C eine stückweise 
analytische, in B verlaufende, im Punkte P endigende Linie. Dann muß 
das Bild Z’ von Ü in einem bestimmten Punkt des Schlitzes S endigen. 
Andernfalls nämlich müßte die Linie 7, da jede auf ihr liegende Punkt- 
folge, die einer gegen P konvergierenden Punktfolge entspricht, sich unbe- 
grenzt dem Schlitze S nähern muß, ein Stück AB von S approximieren. 
Teile von /' würden dann die Voraussetzungen der Kurven (,, in Hilis- 
satz &) erfüllen, und die Funktion (2), die die geschlitzte Ebene auf B 
abbildet, würde die Bedingungen der Funktion f(z) dort erfüllen. Also 
müßte diese Funktion konstant sein, was widersinnig ist. 

Es können ferner nicht zwei verschiedenen nach P hinführenden 
Einschnitten C,C’ von B Bilder 7‘, I” entsprechen, die in verschiedenen 
Punkten von S endigen; denn dies würde sofort zu einem Widerspruch 
mit Hilfssatz b) führen. 

Jedem erreichbaren Randpunkte von B entspricht also ein bestimmter 
Randpunkt auf dem Schlitze 8. 

Sınd P und @ verschiedene erreichbare Randpunkte von B, so ent- 
sprechen ihnen verschiedene Punkte auf 8. 

Denn andernfalls würde es zwei in der z-Ebene nach demselben 
Punkte von‘ S führende Einschnitte geben, auf denen f(z) verschiedene 
Grenzwerte besitzt, und dies würde, dem Hilfssatz b) zufolge, der Endlichkeit 
des Flächeninhaltes von B widersprechen. 

Da eine Jordansche Kurve nur einfache und erreichbare Rand- 
punkte besitzt, so ist die Eineindeutigkeit der Ränderzuordnung für diese 
Kurven bewiesen. Die Stetigkeit der Zuordnung folgt aus der Bemerkung, 
daß beim Durchlaufen des Randes des einen Gebietes der Bildpunkt im 
selben Sinne einmal den Rand des Bildgebietes durchlaufen muß. 

Um die entsprechenden Tatsachen für einen beliebigen einfach zu- 


sammenhängenden Bereich zu erkennen, kann man, wie (aratheodory es 
in seinen Untersuchungen getan hat, die Beschaffenheit des Randes zu- 
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nächst im Sinne der Analysis sıtus untersuchen. Hierbei erweisen sich 
gewisse Punktmengen, die den treifenden Namen Primenden erhalten haben, 
als die in gewissem Sinne einfachsten Elemente des Randes, und es ergibt 
sich sodann ähnlich wie bei den spezielleren Bereichen das ‚Resultat, daß 
die Primenden von B eineindeutig den Punkten des Kreises, bezw. Schlitzes 
entsprechen. Es liegt nun aber auch nahe, den umgekehrten Weg einzu- 
schlagen, indem man von der konformen Abbildung des Innern von B 
auf das Innere eines Kreises ausgeht und nunmehr auf Grund der aus 
den Hilfssätzen a) und b) gezogenen Folgerungen die Beschaffenheit des 
Randes von B untersucht. Man kann dann als ein Primende von B die 
Gesamtheit aller Randpunkte von B definieren, die Häufungspunkte von 
Bildpunkten irgendeiner gegen einen festen Randpunkt des Kreises kon- 
vergierenden Punktfolge sind. Dann ist der Satz von der eineindeutigen 
Zuordnung der Randpunkte des Kreises und der Primenden von B eine 
Folge der Definition. Auf Grund der vorangehenden Betrachtungen ergibt 
sich nun leicht die Übereinstimmung des obigen Begriffes mit dem Cara- 
theodoryschen, und man gelangt ferner zu wesentlichen, von Caratheodory 
untersuchten Eigenschaften der Primenden. 
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Zur Einordnung der Kettenbruchtheorie in die 
Theorie der quadratischen Formen von unend- 
lichvielen Veränderlichen. 


Von Herrn Ernst Hellinger in Marburg a. d.L. 
und Herrn Otto Toeplitz in Kiel. 





Lange vor der Entwicklung einer systematischen Theorie der quadra- 
tischen Formen unendlichvieler Veränderlicher hat sich die Bemerkung dar- 
geboten, daß die Lehre von den Kettenbrüchen aufs engste verknüpft ist 
mit einer gewissen besonderen Klasse von Formen dieser Art*), die wir 
im folgenden als J-Formen bezeichnen **) ; 

(A) Ja)= wit + + — 25,00 — 2b,%0, — .*- 
= (0,2%, — 2b,2,%,,ı), wo b,#0. 


Es handelte sich dabei zunächst um die bekannte Tatsache, daß gewisse 


zu der Formenschar 
J(z) — AE(x), wo E(x)= 205 =2 e, T,% 


(e) I 
gehörige, d. h. aus ihrem Koeffizientenschema 
/ a—h —b, 0 0 
bb Wh —b, 0 
0 bh %—ı —b 

\ 0 0 —b ,— 

\ 

a ri er‘ 





*) Man vergleiche etwa E. Heines Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. I 
(2. Aufl., Berlin 1878), II. Teil, 4. Kap., insbesondere S. 420ff. 

**, In der Note „Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen 
Veränderlichen“ von O. Toeplitz (Nachr. d. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. 
1910, S. 489) sind diese Formen als Jacobische Formen bezeichnet. — Die Summa- 
tionsindizes sollen im folgenden stets, wenn nichts anderes bemerkt, alle ganzzahligen 
Werte 1,2,... durchlaufen, 
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zu bildende Gleichungssysteme als Rekursionsformeln sowohl Näherungs- 
zähler und -nenner des Kettenbruches 


(B.) 


als auch diesen selbst bestimmen (vgl. übrigens $ 1). Tiefer als diese mehr 
formalen Zusammenhänge führte die Bemerkung, daß man für eine J-Form 
endlichvieler Veränderlicher aus dem zugehörigen endlichen Kettenbruch (B.) 
bzw. seinen Näherungsnennern mit Leichtigkeit die orthogonale Transformation 
der Form in eine Summe von Quadraten erhält*); bereits E. Heine knüpft 
hieran die Feststellung an, daß für eine gewisse unendliche J-Form die 
Näherungsnenner des zugehörigen unendlichen Kettenbruches (B.) auf dieselbe 
Weise die orthogonale Transformation der Form auf eine Summe abzählbar 
unendlichvieler Quadrate liefern **). 

Es liegt nahe, jetzt, nachdem im Anschluß an Huülberts Unter- 
suchungen ***) eine vollständige Theorie einer allgemeinen Klasse reeller qua- 
dratischer Formen von unendlichvielen Veränderlichen, der sog. beschränkten 
Formen, vorliegt, diesen Beziehungen genauer nachzugehen und insbesondere den 
Übergang zu der von T. I. Stieltjes entwickelten Kettenbruchtheorie?) herzu- 
stellen?t). Indessen ist diese Verbindung beider Theorien nicht ohne 
weiteres zu gewinnen; eine der wesentlichen Schwierigkeiten, auf die 
man stößt, liegt darin, daß beide Theorien von durchaus verschiedenen 
Konvergenzbedingungen über die Koeffizienten a,, b, der Form bzw. des 
Kettenbruches ausgehen. Wir gehen in der vorliegenden Arbeit auf diese 





*) Vgl. z.B. Heine, a. a. O., S. 4191. 

*) a.a.0., S. 421. 

***), Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
4. Mitteilung (Nachr. d. Ges..d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. 1906, S. 157); zitiert 
als „Integralgl. IV“. Buchausgabe, Leipzig 1912, Vierter Abschnitt. 

t) Recherches sur les fractions continues (Ann. de la Fac. des sciences de 
Toulouse, t. VIII (1894) = M&m. pres. par div. sav. ä l’Acad. des sciences, Paris, 
t. XXXI, Nr. 2. — Neuerdings ist diese Theorie in dem Lehrbuch von ©. Perron, 
„die Lehre von den Kettenbrüchen‘ (Leipzig 1913) wiedergegeben worden. 
tt) Vgl. Hübert, Integralgleichungen IV, S. 157; Buchausgabe, S. 109. 
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Seite der Beziehungen zwischen den sStieltjesschen Kettenbrüchen und den 
J-Formen der Hulbertschen Theorie, zu deren Klärung ein wesentlicher 
Beitrag in der Dissertation von Herrn J. Grommer *) enthalten ist, nicht erst 
ein. Vielmehr babsichtigen wir, die Stellung der unter die Hübertsche Theorie 
fallenden J-Formen nach anderer Richtung hin klarzulegen: es soll ihre 
Bedeutung für die allgemeine Theorie der reellen beschränkten quadratischen 
Formen von wunendlichvielen Veränderlichen untersucht werden. Wir haben 
dabei also durchweg nur mit reellen beschränkten J-Formen zu tun; für 
die Koeffizienten a,, b, bedeutet das einfach, daß sie reell sind und zwischen 
festen endlichen Grenzen m, M liegen: 
m<a,<M, m<b,<M. @=1,2,...) 

Um eine kurze Formulierung unserer Resultate zu ermöglichen, sei 
vorweg an eine Reihe bekannter Tatsachen aus der Theorie der reellen be- 
schränkten quadratischen Formen unendlichvieler Veränderlicher erinnert. 
Jede solche Form K(x) besitzt ein in dem endlichen Intervall der reellen 
ı-Achse zwischen dem Minimum m und dem Maximum M der Werte 
K(x):E(x) gelegenes Spektrum, das aus einer perfekten Punktmenge & — 
dem Streckenspektrum — und den abzählbar unendlichvielen Eigenwerten A, 
besteht. Hubert hat eine dieser Zerlegung entsprechende kanonische Dar- 
stellung angegeben ***) : 

(1) Kia)= Ehua,®, = /ndotn; 7)+ Zhelkusa); 
sie ist insofern der orthogonalen Transformation der endlichen quadratischen 


Form in eine Summe von Quadraten analog, als sich aus ihr unmittelbar 
eine Zerlegung von K(x) in eine Summe zueinander orthogonaler Formen 
entnehmen läßt, deren jede einen beliebig gewählten Teil des Gesamt- 
spektrums zum Spektrum hat: diese Bestandteile sind einfach die Teil- 
integrale oder Teilsummen über den betreffenden Teil des Spektrums. — 
In (I.) bedeuten 





*) „Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Nullstellen“. Dieses 
Journ., Bd. 144, S. 114. In der Grommerschen Dissertation, deren Hauptziel in 
anderer Richtung liegt, sind diese Fragen als solche nur implizite beantwortet, inso- 
fern nur die Terminologie der Kettenbruchtheorie, nicht die der unendlichvielen Vari- 
ablen benutzt wird; Herr @rommer beabsichtigt, in einer zweiten Arbeit seine Resultate 
auch nach dieser Seite hin zu verfolgen. 
***) Filbert, Integralgleichungen IV, Kap. XI; insbes. Satz II, Ill. 
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M) ou Eh T)= Lem (ku)TpR, 
positiv definite quadratische Formen der z,, und für jedes feste Wert- 
system der x, ist o(u; x) eine stetige monotone Funktion*) von u, die in 
jedem außerhalb & gelegenen Intervall konstant ist und für #« <{ m identisch 
verschwindet (man kann daher das Integral in (I.) auch über das ganze 
Intervall (m, M) erstrecken); von ihren Orthogonalitätseigenschaften sei 
nur die Identität 

Be, E(2)= 3.2, = [do(u;a) +23e(},;«) 

() z (e) . 

hervorgehoben, und es sei ferner erwähnt, daß die Formenschar X (z) — E (x) 
für alle Werte A außerhalb des Spektrums, insbesondere also für alle 
komplexen A, eine beschränkte reziproke Form K(i4; x) besitzt, die sog. 


Resolwente von K(z), deren Koeffizienten x,,(2) den Gleichungen 
e ” n ww AT» () — — . 
(I°.) hpa#ag(h) —hr,,(h) == E z = : 0,90=1,2,...) 
genügen, und die die Darstellung gestattet: 
do (u; 2) e(ha; ) 


T‘, K(lA;2)= 5 x .(4)2,2, = —_ 4 y- Ä 
ai ) (D, @ r ) Pie TE Asch, (a) Aa — A 





Man kann nun aber jeden der hier auftretenden Elementarbestand- 
teile noch weiter reduzieren: Einmal ist jedes e(A,;xz) gleich der Summe 
der Quadrate höchstens abzählbar unendlichvieler zueinander orthogonaler 
Linearformen, und andererseits läßt sich o(u;x) darstellen als Summe der 
von m bis u erstreckten Integrale über die Quadrate von Systemen ortho- 


gonaler linearer Differentialformen**) 3 0%” (u)z, mit den (monotonen) Basis- 
(p) 
funktionen eo” (u): 


u (dz 0” (u) 2,)® 
(II.) o(u;2)= 2 FREIM PREN 


(5) 


demgemäß geht die Darstellung (I.) über in: 





*) Monoton schlechthin soll eine (stetige oder unstetige) Funktion von u im 
folgenden stets heißen, wenn sie mit wachsendem « niemals abnimmt; sie darf also 
auch streckenweise konstant bleiben. 

**) E. Hellinger, die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich- 
vielen Variabelen (Dissert. Göttingen 1907), $ 9. — Betr. der Eigenschaften der ortho- 
gonalen Differentialformen folgen nähere Angaben unten in $ 2. 

Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 29 
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us 0 (u)&p)” 
(II.) Fr re, 





wo jetzt die Eigenwerte L nicht mehr notwendig verschieden voneinander 
sind, sondern jeder so oft auftritt, wie seine Vielfachheit angibt; ebenso 
ergibt sich aus (T®.): 





( ‚ME w er) 
(IIIe. E(x) = Ik- PIREIFR +2 (1,2). 
(6) 


Reduziert sich o(u;x) auf das Integral eines einzigen Quadrates 
vom Typus (Il.), so redet man von einem einfachen Streckenspektrum; es 
ist bestimmt als Menge der Stellen, in deren Umgebung die monotone 
Basisfunktion g”(u) nicht konstant ist. Die Darstellung (III.) kann man 
daher allgemein als Zerlegung von K(x) in abzählbar unendlichviele zuein- 
ander orthogonale Formen mit einfachem Punkt- und Streckenspektrum ansehen; 
durch orthogonale Transformation der Variabeln kann man es erreichen, 
daß jede dieser Teilfiormen verschiedene Reihen von Veränderlichen enthält. 

Die einzelnen Linearformen, die in (III.) eingehen, sind bestimmt 
als Lösungen gewisser mit dem Koeffizientenschema der Formenschar 
K(x) —AE(x) gebildeten homogenen linearen Gleichungen*), und zwar ist 


(IV.) B k,,(0 (u) — 0” (u,)) Re udo,(u) = 0, (#=1,2,...) 
(V.) herab — d,= 0, (D=1,2,...) 
wozu noch die normierenden Ära treten: 
(1V*.) 0 (= 9A), 
a ge 
(V*.) 2 I) 1. 


Die Existenz von Lösungen der Gleichungen (IV.) charakterisiert die Stellen « 
bzw. die Intervalle, die zum Streckenspektrum gehören, die der Gleichungen (V.) 
die Eigenwerte; die Anzahl der unabhängigen Lösungen (in einem hier nicht 
genauer zu erörternden Sinne) entspricht der Vielfachheit, mit der die be- 
treffende Stelle bzw. das Intervall zum Spektrum gehört. — 


*) Hilbert, Integralgl. IV, Kap. XI, Satz IV; Hellinger, Orthogonalinvarianten, 
$ 3; Hellinger, Neue Begründung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich- 
vielen Veränderlichen (Dieses Journ. 136 [1909], S. 210), $ 2, $ 5. 
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Nunmehr können wir als erstes, im wesentlichen bekanntes Theorem 
aussprechen, daß jede beschränkte J-Form sowohl ein einfaches Strecken- 
spektrum als auch einfache Erigenwerte besitzt, die übrigens auch in dem 
Streckenspektrum gelegen sein können. Darin sind implizite einige bekannte 
Resultate der Kettenbruchtheorie enthalten; insbesondere liefert die Formel (T?.), 
angewandt auf eine J-Form, die Stveltjessche Integraldarstellung des zuge- 
hörigen Kettenbruches. Freilich ist der Bereich, auf den sich die hier ge- 
wonnenen Sätze beziehen, gemäß der Vorbemerkung ein etwas anderer, als 
bei Stieltjes. 

Einen zweiten Satz, der die Stellung der J-Formen in der Theorie 
der beschränkten Formen nach anderer Richtung hin charakterisiert, hat 
O. Toeplüz*) vor längerer Zeit bewiesen, ohne von der Hilbertschen Theorie 
Gebrauch zu machen: Man kann jede reelle beschränkte quadratische Form 
durch eine passende orthogonale Transformation in höchstens abzählbar unendlich - 
viele J-Formen zerspalten, die von verschiedenen Reihen von Veränderlichen 
abhängen; dabei ist die Möglichkeit des Verschwindens einzelner Koeffi- 
zienten b, zuzulassen, was eine Abspaltung quadratischer Formen von endlich- 
vielen Veränderlichen von den hier betrachteten eigentlichen J- Formen 
bedeutet. Unter Heranziehung des ersten Theorems erkennt man, daß 
dieser Satz in genauestem Zusammenhange mit der durch (III.) gegebenen 
Zerspaltung von K(z) in Formen mit einfachem Spektrum steht, indem 
auch er eine derartige Zerlegung gibt. Es bleibt nur die Frage offen, ob 
diese beiden Zerlegungen überhaupt im wesentlichen identisch sind, d.h. 
ob jede Form mit einfachem Spektrum sich orthogonal in eine J-Form 
transformieren läßt, oder ob es Formen mit einfachem Spektrum gibt, die 
nur eine Zerspaltung in mehrere J-Formen zulassen. 

Die Antwort auf diese Frage ist das Hauptresultat unserer Arbeit: 
Jede beschränkte quadratische Form mit einfachem Streckenspektrum und 
einfachen Eigenwerten (die auch im Streckenspektrum liegen können) kann 
orthogonal in eine J-Form transformiert werden; die J-Formen erscheinen 
danach geeignet, als Elemente einer allgemeinen Theorie der quadratischen 
Formen Verwendung zu finden. Übrigens ist diese Transformation keines- 
wegs eindeutig bestimmt; es gibt stets unendlich viele untereinander orthogonal 





*, In der eingangs (S. 212, Fußnote **)) zitierten Arbeit. Vgl. insbes. Nr. 1: 2, 
Satz 3. 


)9* 
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äquivalente J-Formen, entsprechend den unendlichvielen Basisfunktionen, 
durch die man eine Form darstellen kann. Es ergibt sich aber für jede 
J-Form eine wm wesentlichen eindeutig bestimmte Normaldarstellung; sie ist 
festgelegt durch eine monotone Funktion o(u), die durch ihre Sprungstellen 
die Eigenwerte, durch die übrigen Stellen, in deren Umgebung sie nicht 
konstant ist, das Streckenspektrum der Form bestimmt, und die ihrer- 
seits durch die J-Form bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist. 
In diese Normalform geht ein gewisses, durch e(w) eindeutig bestimmtes, 
„in bezug auf o(#) orthogonales‘“ System von Polynomen, deren Benutzung 
ein wesentliches Hilfsmittel unserer Betrachtung ist; sie sind mit den 
Näherungsnennern des Kettenbruches (B.) identisch und sind zuerst von 
P. Tschebyscheff*), E. Heine**) und G@. Darboux***) untersucht worden. — 

Im folgenden werden in $ 1 für eine vorgegebene J- Form Spektrum 
und Eigenformen gebildet und die erwähnte Normalform hergeleitet, wobei 
zum Teil auch bekannte Entwicklungen der Kettenbruchtheorie in geeigneter 
Weise aufzunehmen waren. Das Weitere ist dann dem Problem der Trans- 


formation einer gegebenen Form mit einfachem Spektrum in eine J-Form _ 


gewidmet, und zwar werden in $2 die Formen ohne Punktspektrum vor- 
weggenommen, in $ 3 dann der allgemeine Fall erledigt. — Die Unter- 
suchung knüpft wesentlich an die in der Arbeit ‚neue Begründung der 
Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Veränderlichen‘“ 
(dieses Journ., Bd. 136 (1909), S. 216) von EZ. Hellinger beiolgten Me- 
thoden und Wege an; insbesondere werden neben den Stieltjesschen Inte- 
gralen auch die dort benutzten Integralbegriffe durchgehends verwendet?). 
Für die allgemeinen Grundbegriffe der Theorie der beschränkten Formen 


sei auf unsere gemeinsame Arbeit „Grundlagen für eine Theorie der unend- 
lichen Matrizen‘ (Math. Ann., Bd. 69 (1910), S. 289) verwiesen. 


*, Journ. de Math. (2) 3 (1858), p. 289. 
**) Monatsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1866, und Handbuch d. Kugelf. I, S. 286 ff. 
***) M&moire sur l’approximation des fonetions de tr&s grands nombres, et sur 
une classe &tendue de devel. en serie. Journ. de Math. (3) 4 (1878), p. 411 (Nr. XV). 
t) Herr H. Hahn („Über die Integrale des Herrn Hellinger und die Ortho- 
gonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlichvielen Veränderlichen“, 
Monatsh. f. Math. u. Phys. XXIII (1912), S. 161) hat ausführlich dargelegt, wie man diese 
Integrale durch Lebesguesche ersetzen kann; die Gründe, aus denen wir ihm nicht 
folgen, wird E. Hellinger demnächst an anderem Orte ausführen. (Vgl. übrigens auch 
Iellinger, Orthogonalinvarianten, $. 29 unten). 
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$1. Das Spektrum einer J-Form. 


1. Wir beginnen damit, für eine beliebige reelle, beschränkte J-Form 
(1.) J(z) = (0,0, — 2b,2,2,41) = EL ou (k,=k,. k,.,=b,+0) 


pa Pgq pq qP? p,p+1 

Spektrum e umitsibie sowie die Ti Darstellung (III.) zu be- 
stimmen. Die zu der Formenschar J(z) — AE(z) = J(x) — 4 27, gehörigen 
homogenen Gleichungen, deren Lösungen gemäß (IV.), (V.) die Eigenformen 
liefern müssen, lauten 

2.) [ (a, A), —b,=0, 
I—b_,2,ı+(@,—4) n,—b,n,,1=0. 0=2,3,...) 
Setzen wir ı, einer willkürlichen Konstanten gleich, so bestimmen sie wegen 
b,+0 in eindeutiger Weise eine Folge von reellen Polynomen ansteigenden 
Grades in 4: 

(3.) n,=6, nenll),, Menyll),... , 
wobei also rı,(A) genau vom (p— 1)-ten Grade ist. 

Es sei nun 


(4.) K(A;2)= E%,,(4)8,%, (x, = &,) 


(p, q) 


die reziproke Form von J(x)—4AE(z), die für alle Werte A außerhalb 
des Spektrums von J(z) notwendig als beschränkte quadratische Form 
existiert; die age (I°.) für ihre ee lauten: 

(5) bald) 4 (a El) bp) Or Mein. 
wobei ,=0 zu Be ist. Wır können diese Gleichungen Ka wieder 
als Rekursionsformeln auffassen, die alle Koeffizienten einer Kolonne z,,(A) 
(bei festem g) sukzessive durch den ersten #,,(4) ausdrücken. Um die 
Auflösung bequem auszuführen *), betrachten wir die Polynome n{(A), die 
aus den n,(A) entstehen, wenn man die Indizes der a,.b, je um g Ein- 


heiten erhöht und c= — 5 setzt; sie genügen den Gleichungen 
| —b,P ()=1, 
(a, AP A) —b 7 (A)= 0, 
Kiig: br 1 (A) + (9,4» — Anz? (h )— De (A)=0. #=-33,...) 


Zieht man jede dieser Gleichungen von der Gleichung ab, die aus (5.) 





*) Diese Bestimmung der x,,(4), analog bekannten Formeln der Kettenbruch- 
theorie, hat O. Toeplitz, Gött. Nachr., 1910, S. 497 durchgeführt; die A, daselbst sind hier 


durch S b,ba-+- by 70,41 ersetzt. 
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durch Ersetzung von p durch g bzw. g+1 bzw. qg-+p entsteht, so er- 
gibt sich 
ae b,1%,-1,.(4) ri, A)Ay (A) — b,|%,+1,(%) — n? (2)} =, 
ur b,# (8) v (Q,+1 ne A)l#.410(8) A ny (2)| ae dur [#442 (4) Br 7? (k)| =, 
—Du47-1l%g+0-1,, (8) a, (A) ”» (a4 A) 400) 2 (A) 
—derpl&rn41 (A) ap A)}=0. 


(D=2,3,...) 
Bei festem g bilden diese Gleichungen im Verein mit den aus (5.) für 
p=1, 2, .... qg—1 entstehenden ein genau mit (2.) übereinstimmendes 


System homogener Gleichungen, dessen Lösungen also bis auf einen Faktor 
u, mit den Funktionen (3.) identisch sind; es folgt daher 


Xy2() = un, (A) PP), a 
2 (1) = Uy,(h) + nl (A) P>N. 


Wegen der Symmetrie der Form K(A; x) ergibt sich weiterhin die 
Identität von 

2, (A)=wun,(k) und 2,(A)= uR,(k)+ m, (A) g>1). 
Demnach lassen sich alle «, durch u, ausdrücken, das selbst eine zunächst 
noch unbekannte Funktion von A bleibt; setzen wir etwa u,= cu(A), also 


(7°.) 2, (A) =, (A) ul) culh), 
so ergibt sich allgemein 
.) 2 (4) = 7,(A)r,(2)u(h) + gm(R); 
wo 
Im,)a®l) P<dQ 
(7°.) Im () mu 
Ina) > 


ein reelles Polynom (p + g— 3)-ten Grades in 4 ist. 

Um nun endlich auch einen Ausdruck für u(A) zu gewinnen, ziehen 
wir den Satz von Hilbert*) heran, daß die Resolvente K,(A; x) des n-ten 
Abschnittes J, von J für alle außerhalb des Spektrums von J gelegenen 
Werte 4 — insbesondere also für alle nicht reellen und alle reellen außer- 
halb des Intervalles (m, M) liegenden Werte — gegen K(4; x) konvergiert; 
dabei sind nur die Indizeswerte n fortzulassen, für die das betrachtete 4 
gerade ein Eigenwert von J,, d. h. eine Nullstelle von ,,,(4), ist. Insbe- 
sondere muß also der erste Koeffizient x{P(A) von K,(A;x) gegen %,(4) 
konvergieren, und da er sich aus den n Gleichungen 


*) Integralgleichungen IV, 8. 185; Buchausgabe, S. 134. 
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(a — A) — ba (A) 1, 


— bb, ,1(4) + (a, — A) (a) — bi 1 1(A)= 0, 8-r3...n—1) 
rn N x» .ı(2) + (a, ui 1.) (A) _. 0 
als Kettenbruch 
TE b? b2_, | a» (}) 
(n) == 1 — — — l — 100 — ni m e 
a = ,—1 Fe An (A) 
ergibt, erhalten wir schließlich 
1 b? b2 | nA) 
2 ae TI u - td ne an _2 LTE n ° 
(8.) ER |, —4 la, — A Any ld) 


gleichzeitig ist die Konvergenz dieses unendlichen Kettenbruches für die 
betrachteten A-Werte bewiesen. Wir haben damit das folgende Resultat *): 

Satz I: Liegen die a,,b, zwischen festen endlichen Grenzen m, M, 
so konvergiert der Kettenbruch (8.) für alle außerhalb des Spektrums der 
J-Form (1.) gelegenen Werte 4, (wobei event. die für das betreffende 4. sinnlos 
werdenden Näherungsbrüche fortzulassen sind); insbesondere findet gewiß Kon- 
vergenz für alle komplexen und für alle außerhalb des Intervalle (m, M) 
gelegenen reellen ı statt. 

2. Aus der durch diese Formeln vermittelten Kenntnis der rezi- 
proken Form K(A;x) für alle komplexen 4 kann man durch passende 
Annäherung an die reelle Achse bekanntlich die Eigenformen und das 
Spektrum gewinnen**). Indem wir die allgemeine Darstellungsformel (I‘,) 
der Einleitung heranziehen, stellt sich dieser Prozeß gewissermaßen als 
eine Umkehrung der Formel (I‘.) dar, indem die Eigenformen o(u;x) und 
e(A,;x) durch die Werte von K(A;x) ausgedrückt werden; so hat ihn be- 
reits Stieltjes***) in seiner Kettenbruchtheorie zu ganz analogem Zweck 
verwendet. 

Wir zerlegen A in reellen und imaginären Teil: 

= +10”, 
und entnehmen aus (I‘.) für den imaginären Teil von K(A; x): 





*) Dieser Satz umfaßt ein bekanntes Theorem von A. Markoff (Acta math. 19 
(1895), S. 93; vgl. Perron, Lehrbuch, S. 384 ff.), das den Kettenbruch aus einem be- 
stimmten Integral entstehen läßt; durch Heranziehung von Satz II zeigt sich, daß 
beide Sätze gleichbedeutend sind. 

**, Es handelt sich hier genau um den dem Existenzbeweis des Spektrums 
bei Hellinger, „quadrat. Formen“, Kap. Ill zugrunde liegenden Grenzprozeß. 
**) a. a. O., Kap. VI. Vgl. auch Perron, Lehrbuch, $ 66. 
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1 ta übe }- A" do(u; x) Me(l,;2) 
(9.) xl K(A +1:4 ; x) nA: 2 + 772 r2 A,—ı% + 12? 
wir ziehen ausschließlich positive Werte von A” in Betracht. Wegen der 


Monotonität von o(u;x) und der Positivität der e(A,;x) ist dieser Aus- 
druck notwendig positiv; integrieren wir ihn bei festem A” nach 4’, etwa 








von der unteren Grenze m an, so entsteht also eine monotone, übrigens stetige 
Funktion der oberen Grenze 4’. Offenbar darf nun sowohl die Folge der Inte- 
grationen im ersten Summanden vertauscht werden — denn die Grenzen 
sind endlich und der Integrand regulär*) — als auch die Reihenfolge von 
Summation und Integration im zweiten — denn wegen der Konvergenz 
von Zeh; x) konvergiert die Reihe gleichmäßig in A’ —, und wir erhalten 


J Rs Kati za [Aretz er lges ey 
+ 2|Arc tg ’Zle (Au; ©), 


wobei Arctg den zwischen — 7 und + a een Hauptwert bedeutet. 


3 


Konvergiert nun A” gegen 0, so konvergiert Arc tg - er 


gegen +7 — Je 


nachdem 4’ > u, und zwar gleichmäßig in bezug auf u in WR die Stelle 


— UM. 


u = 4 nicht enthaltenden Intervalle; ebenso konvergiert Arc tg” rt in jedem 


nicht an m heranreichenden Intervalle gleichmäßig gegen 7 Läßt man 


also von dem ersten Integral je ein m und 4’ einschließendes beliebig 
kleines Intervall fort, so konvergiert der Rest mit abnehmendem A’ gegen 


En + 3)do (u; 2) + In: + 2)do(m; " 


m+e V—g 
m+1 


da aber die fortgelassenen Bestandteile unterhalb S do(u; x) bzw. 


7 [ £ "do( (u; x) bleiben und dies beides wegen der Stetigkeit von o beliebig 


klein wird, so ist schließlich der Grenzwert des ganzen Integrals 


. 
af do (u; &) = n-o(’; x) - no(m; x) = n-0(4; x). 





*) Daß hier ein Stieltjessches Integral eingeht, macht keinen wesentlichen 
Unterschied gegen den bekannten Satz für Riemannsche Integrale; es kann zudem, 
da o(u;x)= o eine monotone Funktion von « ist, durch Substitution der neuen Ver- 
änderlichen o für u sofort zu einem Riemannschen Integral übergegangen werden. 





TER 


rn en 


en me nr = 


m Wu TA 





ac 
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Auch der Grenzwert der unendlichen Reihe für.2”’= 0 ergibt sich durch 
Vollziehung des Grenzüberganges in jedem einzelnen Gliede, da die Reihe 
in bezug auf A” gleichmäßig konvergiert; der Grenzwert des Arctg-Faktors 


TE . 
und —, wenn 4 =4,. Daher 


ist wiederum rn oder 0, je nachdem 7 =%,, ö 


folgt schließlich 
(10.) en, [a xl. (#’ +4”; ; a)|d = o(A’; x) er 2 eh x), bzw. 


= 0(4 ;x) + P > e(},; x) +te(4; x), 


(1,<9) 
wobei die Summe über alle unterhalb A’ gelegenen Eigenwerte zu erstrecken 
ist und die zweite Zeile gilt, falls 4’ einem der Eigenwerte 4, gleich ist. 


Wegen der Stetigkeit von o(4’;x) und der Konvergenz von Ye(},;x) ist 
(a) 
die so definierte monotone Funktion von 4 stetig an jeder von allen 


Eigenwerten A, verschiedenen Stelle 4’, auch wenn sie Häufungsstelle der 
hu 
bei Annäherung von rechts und von links, ist e(A,; =). 


ist; ihr Sprung an einer Stelle 4,, d. h. die Differenz . der Grenzwerte 


3. Tragen wir nunmehr die Ausdrücke (7.) der Koeffizienten x,,(4) 
in diese Formel (10.) ein, so gelingt es, die Eigenformen o(4’;x) und 
e(lA,;x) und damit das Spektrum allein durch die Polynome n,(4) und 
die analytische Funktion «(4) auszudrücken, und zwar wird sich ergeben, 
daß das Spektrum allein durch die Singularitäten von u(A) bestimmt ist. 


Wir bilden zunächst aus (10.), indem wir 2, = - ‚u, =..=0 


setzen, die mit Ausnahme der Stellen A, stetige monotone Funktion 
ee A AR . v1 zyrrıl _ m|y4;’ 
(11.) ea’) = Tim a / Ri ul +10” )\dW’ = lim ie (+ i0)\ar, 
die allein durch (A) bestimmt ist. 
Nun entnehmen wir aus (10.) allgemein durch Vergleichung der 
Koeffizienten von z,- %,: 


0,4) + e,, (A,) = lim [rllz, (+ aan; 


(Au =, 2 10 ® J 


m 
es genügt hier wie in der Folge nur solche A’ zu betrachten, die ver- 


schieden von allen A, sind. Nach (7.) wird das gleich 


im | Ja, I), (h IR Mar SEN naar + [ale ar 


— 


Wir betrachten die drei Summanden dieses Ausdruckes einzeln und 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft. 30 
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bemerken vorweg, daß n,(A)n,(A) und g,„(A) reelle Polynome in 4 sind, 
ihre imaginären Teile — die im zweiten und dritten Integral auftreten 
— also die Form 


1 „ / [24 1 . [24 / [24 
RU n,(a)a,(a)l= 4 P(,ı”), Ra gqla)= a Q(4,3”) 
haben, wo P, @ Polynome in 4’,A” bedeuten. Daraus folgt bereits, daß 


der dritte Summand für lim A”’= 0 gegen 0 konvergiert. 
Was den zweiten anlangt, so entnehmen wir aus (I‘.), indem wir 


= —, === setzen: 
1 (v—A)doylu) 1 „(Aa— A) (A.), 


Ru(A)) = ed (u— 2')® + 1’? + ee - (Aa — + 12? 


vertauscht man alsdann die Folge der Integrationen nach 4’ und u bzw. 
die Folge der Integration nach A’ und der Summation nach «, so erhält 
man für den zweiten Summanden einen Ausdruck der Form 
Sr" Stu, #,2”)doy(u) + ER’ B(A,,%,4')en(h,)- 
(a) 


(&) 
Hierin bedeutet & eine Funktion seiner drei Argumente, die für 


)„’=++0 endlich ist und deren Verhalten für gegen 0 konvergierendes A” 
man unter Einführung des Maximums des Polynoms P(4’, 4”) leicht ab- 
schätzt: sie bleibt für alle Werte der ersten beiden Argumente, die in 
Betracht kommen, unterhalb C. |logA” , wo Ü' eine Konstante bedeutet. 
Mit 4” multipliziert, konvergiert sie also gleichmäßig gegen Null, so daß 
schließlich auch der Limes des zweiten Summanden verschwindet. 

Den ersten Summanden endlich schreiben wir als Stieltjessches Integral 


i’ 
S Ra, +0") a, (8 +R)ldf (a; 3”), 








wo die monotone Funktion von 4 
var\_ Re 1 ‚ ZZ 5 
fa 52)= f rl; u Hi )\dn 


für lim A”= 0 nach (11.) gegen o(A’) konvergiert. Nach einem leicht zu 
beweisenden Hilfssatz*) ist aber unter dieser Voraussetzung notwendig 


„' 


Lu 3 
li 7;4”)df(#; 0) = ”)do(X), 
im / war 2yarar2)= [ u)det‘) 


m 


*, Ein im wesentlichen gleichbedeutender Hilfssatz ist zu analogem Zwecke 
angewendet bei Hellinger, Quadr. Formen, Kap. III, $9 (S. 269). 








RR 


Ver ET 2 aan 
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wenn die stetigen Funktionen w(A’; A”) von 4° mit abnehmendem A” gleich- 
mäßig gegen u(A’) konvergieren. Da der reelle Teil des reellen Polynoms 
r,(A)r,(A) gleichmäßig gegen ,(A’)rı,(A’) konvergiert, erhalten wir daher 
endlich als Limes des ersten Summanden unseres Ausdruckes und damit 
der ganzen eu Summe: 


(12.)  0,(@)+ -/ "na (de) (+). 


„<<. 

Hieraus lassen Frl aber unmittelbar Ausdrücke entnehmen, die 
0,,(#) und jedes einzelne e,,(4,) für sich durch die rn, (A) und g(A) bestimmen. 
Die Funktion linkerhand ist, wie oben für (10.) ausgeführt, an allen 
Stellen 4’+4, stetig und besitzt an jeder Stelle A, den Sprung e,,(A,); 


wir erhalten also: 
Aute 


e,(4,)= lim /“ n,(#)n,()de(#). 


Nun sind die A, gerade auch die Sprungstellen der monotonen Funktion 
o(4); setzen wir deren Sprung daselbst 


(13.) A,0= 0(,+0)—e(,—0)=0,, 
so ergibt die letzte Formel unter Anwendung des Mittelwertsatzes: 
(12°.) e,,(4,) = 7,(4,)7,(R,) 0,; 


d. h. e(A,;x) ist das Quadrat einer (notwendig beschränkten) Linearform 
A; 2) = (Erde); 
jedes A, ist also ein einfacher sei 3n,(4,)Vd,& 


a”p 


die zugehörige 


) 
normierte Eigenform. Insbesondere konvergiert also 


1 
En, (4,)? u d, ’ 


und die A, sind die einzigen Stellen, für die die Quadratsumme der Poly- 
nomwerte 71,(A) konvergiet. Daß d,=0, d.h. A, Stetigkeitsstelle von 
o(A) ist, kann nicht vorkommen, da dann nach (12°) alle e,,(A,) ver- 
schwinden müßten, und also A, kein Eigenwert wäre. 

Indem wir ferner von o(4’) die Summe aller links von A’ gelegenen 
Sprünge abziehen, erhalten wir nach Beseitigung der hebbaren Unstetig- 


keiten an den Stellen A, eine stetige monotone Funktion g*(A’) (den ‚stetigen 
Bestandteil“ von e(A’)); es ist 


(13°.) A) - 24 (Eh), 


Q,<M) 


und es gilt dann bekanntlich für jede stetige Funktion «(A’) 


30* 
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(14.) JS“ (')de(#) fü (dor (X) + Zu(2,)0,. 


(a) 
Daher folgt aus (12.) und (19%) 


aa 


(12°) 0,,(#)= / 7,(#)n,(#)de* (2), 


d.h. o(4’;x) ıst das Integral des Quadrates eines Systemes beschränkter 
Differentialformen 


’ Kr ‚(4 N ’ e 
(12°.) o(A;«) -/ ray WO anf 7,(#)de*@); 


das Streckenspektrum ist also einfach und ist durch die Basisfunktion 
0* (A”) bestimmt, und 8 7* (A’)x, ist das zugehörige System in bezug auf o* (4°) 
normierter Bigendifierentiälformen. 

Das gesamte Spektrum der J-Form ist also durch die monotone Funk- 
tion o(A) vollkommen bestimmt, und zwar besteht das Punktspektrum aus 
ihren Sprungstellen, das Streckenspektrum aus den Stellen, in deren Um- 
gebung sie stetig, d.h. um mehr als die Summe ihrer Sprünge wächst 
(d. s. eben die Punkte, in deren Umgebung e* (A) wächst). 

Durch Einsetzen von (12%), (12°.) in (I.) folgt weiterhin für die 
Koeffizienten der J-Form die Darstellung: 


k, ‚= / un,(u) )rı,(u)do* (u)+ Shun,(k a)77,(R,)0, 


© 
(15.) < A, p=dq) 
—/ unfu)a(u)de(u)=1-b,  (p-al= 1) 
(& 0 ((?-al>1), 


und analoge Formeln folgen aus (I‘.) für die Koeffizienten der Resolvente 
K(A; x); unter ihnen sei nur die für den ersten Koeffizienten hervorgehoben: 


1 deo* dr d 
(16.) u(A)= = EA 5 m eu) 
(6) 





die gewissermaßen die Umkehrung der Relation (11.) zwischen o(u) und 
u(A) ist. Beide Formeln zeigen, daß das Spektrum der J-Form aus den 
Grenzstellen des Definitionsbereiches der eindeutigen analytischen Funktion 
u(A) besteht: isolierte singuläre Stellen (die notwendig einfache Pole sein 
müssen) sind isolierte Eigenwerte; iiberhaupt erschöpfen alle Stellen A’, für die 


sich A”’u(A’+ 24”) mit gegen 0 konvergierendem 4’ einem von O0 verschiedenen 





TE nn Et 





ee a ER 


(17.) e,, mafa „(u)a,(u)do*u)+ 87, (A „)d. far u), (u) de(u) = 
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(notwendig endlichen) Grenzwert nähert*), die Gesamtheit der Eigenwerte, 
und endlich bildet die Gesamtheit der übrigen Grenzstellen, die in hier 
nicht näher zu erörternder Weise aus wesentlich singulären Linien und 
Verzweigungslinien besteht, das Streckenspektrum. — Übrigens entnehmen 
wir der Formel (16.) noch das folgende den Satz I ergänzende Ketten- 
bruchtheorem: 

b; 


Satz II: Jeder Kettenbruch — ee aa für den alle a,, 
BER er 


b, zwischen endlichen Grenzen m, M liegen, läßt sich in seinem durch Satz I 
bestimmten Konvergenzgebiet durch ein Stieltjessches Integral mit Hüfe 
einer durch (11.) festgelegten monotonen Funktion o(u) darstellen: 


= - b} us|. fe de(u) 
il mi „—i K£ % 


Endlich stellen wir noch die aus (I”.) mit Hilfe von (12*.), (12".) 
folgenden Relationen auf: 
(0 (p+q) 
(&) (e) (&) 1 (p=9), 
d.h. die Polynome 7,(w) sind im Sinne dieser Relationen ‚orthogonal 


in bezug auf die monotone Funktion o(u) als Basis‘, oder, wie man auch 
deo(u) . 
En 

zierbar ist; es sind eben die in der Einleitung bereits erwähnten Polynome, die 


— unter der letztgenannten Annahme — P. Tschebyscheff und E. Heine ın 
ihrer Definition als Näherungsnenner des Kettenbruches für (16.) und @. Darbous 
von den Orthogonalitätsrelationen (17.) ausgehend behandelt haben. 

Die wesentlichen damit abgeleiteten Eigenschaften der J-Formen 
fassen wir zusammen in 

Satz III: Eine beschränkte J-Form besitzt ein einfaches Strecken- 
und eın einfaches Punktspekirum, die insgesamt identisch sind mit den Grenz- 
stellen des Definitionsbereiches der durch den zugehörigen Ketienbruch u(A) 
(d. v. der erste Koeffizient der Resolvente der Form) bestimmten analytischen 
Funktion der komplexen Veränderlichen A, oder identisch mit der Gesamtheit 
der Stellen, in deren Umgebung eine nach (11.) aus den Randwerten von u() 
längs der reellen Achse gebildete monotone Funktion o(u) nicht konstant ist. 
o(u) ist durch J(x) bis auf einen willkürlichen konstanten Faktor bestimmt 


*) Vgl. Hilbert, Integralgleichungen IV, Kap. XI, Formel (68.) (S. 140 der 
Buchausgabe). 


sagen kann, „orthogonal mit dem Gewicht ‚ falls o stetig difieren- 
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und möge als ‚charakteristische Funktion“ von J(x) bezeichnet werden. 
Die Polynome n,(h), die durch die zu J(x)— AE(x) gehörigen homogenen 
rleichungen bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sind und die ein 
Orthogonalsystem in bezug auf o(u) als Basis bilden, geben durch ihre Werte an 
den Stellen des Punktspektrums die zugehörigen Ewgenformen, durch ihre 


Integrale en (u)do*(u) nach dem stetigen Bestandteil o*(u) von o(u) die 
„(M) g \ 


zum Streckenspektrum gehörigen Eigendifferentialformen; die Koeffizienten 
der J-Form lassen sich in der Integralgestalt (15.) durch diese Polynome n,(}) 
und o(A) darstellen. 


$S2. Formen mit einfachem Streckenspektrum. 
1. Wir gehen jetzt umgekehrt von beliebigen reellen beschränkten 


Formen mit einfachem Spektrum aus und untersuchen sie auf ihre Trans- 
formierbarkeit in J-Formen. Der Einfachheit halber beginnen wir mit der 
Behandlung von Formen ohne Punktspektrum,; eine solche Form, deren 
einfaches Streckenspektrum durch die stetige monotone Basisfunktion e(}) 





bestimmt ist — A bedeutet fortan eine reelle Veränderliche — ist in ihrer 
kanonischen Integraldarstellung (III.) gegeben durch 

(d2 05(4)2p)” de,(A)de,(A) 
18. K k == (m FR = Er 
(18.) (2) = = va Up ”q op de(A) hf de(}.) 


wobei gemäß (III*.) 
2 
un = Jar WdeW 


) wi de ()) FETT 


ist. Die Eigenschaft, die die Linearformen 2 0,(A)x, als ein zur Basis o(A) 
gehöriges System orthogonaler linearer Differentialformen charakterisiert, 
ist die, daß die Differenzen 4,0,(4), 4,0,(A), f,0(%) der Funktionswerte an 
den Enden der Intervalle 4,, 4, der reellen A-Achse den Relationen 


0, wenn 4,, 4, getrennt liegen, 
20. 
a a = | f,o(%), wenn 4,, 4, identisch sind, 
genügen; mit dieser Bedingung äquivalent ist die Integralidentität 
afck)dgn(A) dg (A) do (A) af(A)äg(A) 
20”. P} = 
Dpr do (A) ir de (}) Pr de(}) 


die für je zwei stetige Ai (A), g (A) ER soll, für die nur 
(af(a))? ME: a 


— — existieren *). 

















de (}) 


= ce Ausdrat Formen, Kap. Il, $ 6. 





a ee er OSPETE 
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Es ist bekannt, daß man K(xz) durch orthogonale Transformation 


der Variablen derart umformen kann, daß anstatt =p,(k )x, ein beliebiges 
p 


anderes zu derselben Basisfunktion o(A) gehöriges System orthogonaler 


Differentialformen z T,(4)&, auftritt*); bemerken wir, daß das in der 


Darstellung (15.) der J-Form auftretende Orthogonalsystem nach (12°.) 
für den Fall, daß kein Punktspektrum vorhanden ist, durch die Integrale 


Fi n, (A)do(A) eines in bezug auf die Basisfunktion des Streckenspektrums 


orthogonalen Polynomsystems konstituiert wird, so ist der Weg der weiteren 

Untersuchung gewiesen: es ist erstens zu unserm o(}) ein solches System 

von Polynomen zu bilden (Nr. 2) und dann die von o(4) zu ihm führende 
Orthogonaltransformation auf Ä(z) anzuwenden (Nr. 3). 

2. Die Polynome n,(A) sind als Polynome (p — 1)- ten Grades 

(p=1,2,...) durch die Orthogonalitätsrelationen 

M 
(21.) S man, ade) = =| 


m 


(P# 9) 
(P=4q) 
sukzessive vollständig bestimmt; durch die Anwendung des bekannten 
Orthogonalisierungsverfahrens**) auf die Potenzen 4, 4',3?,... ergeben sich 
für sie die Rekursionsformeln: 

2 1 

— Zu ’ 

y fi de(}) 


m 





NEUER, e n(A)de(}) » 
(22.) n,(4)= ’ 


\f" Ta. nf Um @)dea))aga 


v1 


ME ‚7,(4) pe Ta, ()de (A) 


Kuala — FEDER TANET FOR ii) 
\/ “a-Zn,® F 2 ,()de(a)) dei) 


Keiner der hier auftretenden Nenner verschwindet, da unter der Quadrat- 














. (p=1,2,...) 











*, Vel. Hellinger, Orthogonalinvarianten, $ 9, Satz IV. 
**) Vgl. Erh. Schmidt, Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen 
vorgeschriebener (Dissert. 1905 = Math. Ann. 63, S. 433), $ 3 
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M 
wurzel ein Integral $ u(A)do(A) steht, wo e(A) stetig und nicht konstant 


ist, und u(A) ein positives Polynom genau (29 —2)-ten Grades, also mit 
Ausnahme endlichvieler Stellen positiv und von Null verschieden ist. 
Auch umgekehrt läßt sich hiernach jede A-Potenz 4?" als lineares Aggregat 
von n,(4),...72,(4) darstellen. 

Es ıst nun zu zeigen, daß die unbestimmten Integrale 


(23.) 1,(4)= / n,()de() 


m 


ein System orthogonaler Differentialformen mit der Basis o(A) bilden. 
Zu diesem Ende*) stellen wir zunächst in bekannter Weise durch Aus- 
rechnen des sicher nicht a Integrales 
vr 

I \ow- af own ‚(de()\de(s) 

—M 
die für jede ıintegrable Funktion „y(A) geltende sogenannte ‚‚Besselsche 
Ungleichung“ 


a)  2[/ wm eni< fg (a)rde(#) 


her; ist g(A) speziell ein Aggregat endlichvieler Polynome n,(i) (d.h. ein 
beliebiges Polynom in 4) 


puli) = 8 e,1n,(0), 


p=1 
so bestätigt man durch direktes Ausrechnen das Stattfinden der Gleichung 


2) amd] = Sinai), 


wobei links nur die ersten n Summanden nicht verschwinden. Nun läßt sich 
jede stetige Funktion von A im Intervall (m, M) bekanntlich durch Polynome 
p„(4) gleichmäßig approximieren; dasselbe gilt für jede abteilungsweise 
stetige Funktion Y(4) in jedem Gebiete, das durch Ausschluß kleiner die 
Sprungstellen enthaltender Intervalle entsteht, und in Anbetracht der 
Stetigkeit von o(A) kann man daher jedenfalls den in bezug auf o(A) be- 


stimmten mittleren Fehler f (pa) — p„(4))”do(A) beliebig klein machen. 


Infolgedessen ergibt sich aber durch Anwendung der Schwarzschen Un- 


eleichung, daß auch die Differenzen 








ER ” 


TE Beeren, 











menge apa Fe Ai 
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IS sinraga)— Saul "de a)! [Sir @- A)][p(A + (a)ldela)) 
</ en 1) pl) Pde(i ar [pa + gu)? de (A) 
und ebenso — unter kanvan von (24) — 


Kiel p(h e(2)- (/ Pn(k )de (4) | 


-[z FF [p(1) —gn(a)]m,()de(a / a (1) + gna)]r, @)de(a)) 


| 


<a [P (A) — pn( Mina EL "Tow+ nalr,dei) 


<z Tea) — ta) lage Sf [p(2)+ 9n(a)Pde(a) 


beliebig klein werden, und daher folgt aus (25.) nun auch für jedes ab- 
teilungsweise stetige AN die ee 


25) Ef vina,tdew) - Spt p(a)?de(). 


(Ir 

Setzt man hierin p(}) in einem ni 4, gleich einer Konstanten u, 
in einem andern getrennt liegenden 4, gleich v und sonst überall gleich 
Null, so entsteht eine Identität zwischen zwei quadratischen Formen in u, v, 
aus der durch Gleichsetzen der Koeffizienten von u? und uv folgt: 

26) Zn M-Heli; Ar M)Ar,)=0, 

und das gerade enthält die Behauptung, Die mit (26.) äquivalente In- 
tegralidentität von der Art (20’.) schreibt sich wegen der Existenz des 


Differentialquotienten “ rı,(A) einfacher **): 


(26°.) 25 7, (a) df(a fa ()dg(4) fa, 


m 


für alle Funktionen f(A),g(A), für die nur f E existiert. 


3. Wir können nun die gewünschte orthogonale Transformation 
unserer Form K(z) explizit in der Gestalt 


(27.) %.=280,%,, WO 04=/ 7,0) 0,(A) 


D ’ 
(2) et 





*) Diese Relation hat zu anderm Zwecke Herr W. Stekloff, (dieses Journ. 
Bd. 125 [1903], S. 207) bewiesen; der Beweis konnte hier durch Benutzung der 
Schwarzschen Ungleichung etwas kürzer gehalten werden. Vgl. übrigens Heülbert, 
Integralgl. V, Kap. XIIl = Buchausg., S. 177 ff. 


**, Vgl. Hellinger, Orthogonalinvarianten, $ 5, S. 29, 31. 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 3. 
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angeben. Denn zunächst haben wir dann wegen (26’.) und (19.) 
M M M do A) d )) 

- Opa 0a = z/% ı)do,(} , IT, (A) do, (A) wi ne 20 Epq> 

und andererseits” ist wegen (20'.) und (21.) 
M 
Zn =] de md =/ 7,0a,W)dea) = 

also ist (27.) in der Tat eine eindeutig umkehrbare AN Trans- 
formation, und es ist 

(27.) = 0 


ihre Inverse. Führen wir nun in des Integraldarstellung (18.) von K (x) 


diese Transformation aus, so wird 


2, 02,= 2 made, 


(p) (a) 
(denn diese Umordnung der Doppelreihe ist auf Grund bekannter Sätze 


über das Rechnen mit beschränkten Formen erlaubt*)) und unter Benutzung 
von (20°.) mit passend spezialisiertem f und g geht das über in 


PX} Stade (a ı)= 37,7,(A). 


(N (4) 
m 


Daher wird die transformierte Form 


Bar ENTER rar 
(28.) K(z)=K(r) = Shan &nt, 2, _— er ‚ wo 
7 + A)dr,(A) 
er) Ef in,Q)m(a)deia. 
(8) (&) 


Nun ist A.n,(A) ein Polynom genau p-ten Grades, also als lineare 
Kombination von 71, (A), ... 77,,, (4) mit konstanten Koeffizienten darstellbar; 


wegen der ee (21.) ist also 
= /1r,0A )de(4)=0, wenn g>p+2, 


und ebenso EN: der Symmetrie von k,, in p und g: 
ku=0, wenn q9<p-—2. 
Also sind alle Koeffizienten außer 


k„= / an, (äde(ä)=@,, kun =/ An,(A)az4(4)de)=—b, 


() = (&) 
gewiß gleich Null, und K(x) ist daher tatsächlich eine J-Form, wofern 


noch alle b,+0 sind. 





*) Vgl. Hellinger-Toeplitz, Grundlagen, $ 2, Satz 4 (S. 299). 
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Die homogenen Gleichungen (IV.), denen die Differentialeigenformen 
genügen müssen, lauten hier, wie sich übrigens auch direkt aus (29.) und 
der Identität (26’.) entnehmen läßt: 


= ; . , . = a . 
BEER 1 / 1(4)de(A) . a, / n,(4)de(4)—b, n,,1(4)dg(4)— / An,(A)dg(4)=0, 
hı 


(&,=0). ; (p=1,2,...) 
Dividiert man durch o(4)— o(4,) und läßt nach Anwendung des Mittel- 
wertsatzes auf die einzelnen Integrale /, gegen 4 konvergieren, so erhält man 
(30.) —b, 1%,-1(4) + (a,—4) n,(4)—b,n,41(4) = 0; (p=1,2,...) 
das sind genau die Rekursionsformeln (2.) für die Polynome n,(4), die in$1 
den Ausgangspunkt für ihre Definition bildeten. Übrigens folgt jetzt aus (30.) 
b,+0, W=1,2,...) 
da sonst in (30.) nur ein (von 4-7,(4) herrührender) Term »-ter Dimension 
in 4 mit von Null verschiedenem Koeffizienten auftreten würde. Wir 
haben damit vollständig das Resultat gewonnen: 
Satz IV: Jede beschränkte quadratische Form mit einfachem Strecken- 


spektrum läßt sich orthogonal in eine J-Form transformieren. 
p 


$ 3. Formen mit einfachem Punkt- und Streckenspektrum. 


1. Wir haben nun endlich diese Betrachtungen auszudehnen auf die 
allgemeinsten beschränkten quadratischen Formen, die gemäß Satz III 
überhaupt in eine J-Form transformierbar sein könnten, solche nämlich, 
die neben dem einfachen Streckenspektrum & noch beliebig — event. auch 
innerhalb des Streckenspektrums — gelegene einfache Punkteigenwerte A, be- 
sitzen. Die kanonische Darstellung einer solchen Form ist nach (III.): 


[ (do; (A)x,)° 


(31.) K(2)= Zk 2,2,= |] —® + 21, (21.2); 


de* (4) ae a 


während gemäß (IIl*.): 


x ; (d = 0,(4)2,)° 

32. ı)=23%,=| — mn —+2(21,2,); 

ER (2) a : [ do*() Be »%) 
(&) 


hier ist o*(A) die das Streckenspektrum bestimmende stetige monotone 

Basisfunktion, A,, A,, ... sind die durchweg voneinander verschiedenen, simt- 

lich im Intervalle (m, M) gelegenen Eigenwerte, und die zu o*(i) als 

Basis gehörigen orthogonalen Differentialformen 20: (#2, bzw. die be- 
p 


31° 
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schränkten orthogonalen Linearformen zl x, genügen den Relationen *) 


app 
(33°.) Zde5(h) der (i)= | 0, wenn 4,, 4, getrennt liegen, 
P 


4,0*(}), wenn 4,, 2, identisch sind; 


(33”.) Elder (1) = 0, (a=1,2,...) 
1 sIr.f0 ei 
(33°.) lol = (‘ sc (a,#=1,2,...) 


Wir können nun in diesem Falle formal in völliger Analogie zu $ 2 
vorgehen, indem wir zunächst (31.) in ein einziges Integral von der Ge- 
stalt (18.) umschreiben. Zu diesem Ende führen wir an Stelle der stetigen 
Basisfunktion o*(A) eine unstetige monotone Funktion ein, die genau dieselbe 
Rolle spielt, wie die ‚charakteristische Funktion“ der J-Form in $ 1; sie 
markiert durch ihre Sprünge die Eigenwerte und hat o*(A) zum stetigen 
Bestandteil. Bezeichnen d, endlich- oder abzählbar unendlichviele beliebige 
positive Zahlen, die den A, eineindeutig zugeordnet sind und nur der einen 


Bedingung genügen, daß die Reihe = d, konvergiert, so setzen wir 


(34. e=erl+ 2% (ri), 


wo in die Summe alle d, eingehen, die links von 4 gelegenen Eigenwerten 
),, zugeordnet sind. So ist für alle von den A, verschiedenen Stellen eine 
monotone Funktion definiert. Wie man diese Definition an den Stellen 4, 
ergänzt, ist für das folgende unwesentlich; jedenfalls differieren die beider- 
seitigen Grenzwerte an einer Stelle 4, um (das Symbol 4,, soll allgemein 
den Sprung an der Stelle A, bezeichnen): 

(34’.) 4,0 = lim o(A) — lim e(A)=d,. 


1=1,+0 = ,—0 


Wir fassen nun analog die Funktionen ge* (A) und die Zahlen /,, 


> 


zusammen zu unstetigen Funktionen beschränkter Schwankung 
3) Et Zn eh); 
ah 


dann ist 

20,()0,= 20%, + zZ (21,2,)V0, 

(p) (p) M,<A (m 
für jedes A eine beschränkte Linearform, weil der zweite Summand nach 
der Schwarzschen Ungleichung unter Berücksichtigung von (32.) unterhalb 


VE(x). 30, bleibt. Alsdann können wir für (31.) und (32.) schreiben 
(a) 


v. Vgl. Hellinger, Quadrat. Formen, Kap. II, $ 7. 
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“M (do, (4)%,)” 
(31°.) K(«) | j ur; TER. 
‚ ı n M (42 0» (4) %,)” 


indem wir analog (14.) allgemein als Integral eines quadratischen Differen- 
tialausdruckes mit einem unstetigen Nenner (34.) definieren *): 


1 * ar A, 1A 
(36.) J a) _ [ LIE + zul) el Re 9, 


de) m 2 
wo f(}) = fra) + SI f, g(a)= g*(h)+ & 4,,9, und f*, g* stetig. 
Üg<h M.< 4) 


Ferner en wir die Identität 
wara)dg,() [äg@)der(t) _ afla)dg() 
Rn 5 de) J de (A) u al de (}) 
aufstellen; sie ergibt sich auf Grund der Definition (36.) und unter Benutzung 
von (33".), (33°.) aus der (20.’) analogen aus (33°.) folgenden Integralidentität 
dP(A)do%(A *(A)do; (A df* (A) dg* (A 
2/ 1f u nn dg rn ) -F f en ) 

2. Um uusmchr den Übergang zur J-Form auszuführen, bestimmen 
wir zunächst wieder ein in bezug auf die unstetige Funktion 0 (A) als Basıs- 
funktion orthogonales System von Polynomen z,(4), wie es durch (17.), 
$ 1 definiert ist; man erkennt unmittelbar, daß diese Polynome genau wie 
im Falle eines stetigen e(4) durch die Formeln (22.) sukzessive eindeutig 
bestimmt sind. Hierbei kann wiederum keiner der auftretenden Nenner 
verschwinden. Denn ist o*(A) nicht identisch Null, so tritt als Summand 
in jedem Nenner ein Integral eines positiven Polynoms, multipliziert mit de* (4) 
auf (auf Grund der Zerlegung (14.)) und wir können wie auf S. 230 schließen. 
Andernfalls aber, wenn o*(A)=0, bilden wegen (32.) die Orthogonalformen 
zu 


vorhanden sein; daher hat o(4) unendlichviele Sprungstellen 4, und jedes 


op%, ein vollständiges System, müssen also in unendlicher Anzahl 


Integral in den Nennern von (22.) ist gleich einer Summe der Quadrate 





*) Auch bei unstetigem o(A) könnte man, wie bei stetigem, dies Integral 


als Limes der für eine Teilung des Intervalles (m, M) gebildeten Summen $&u(};)- (Af} ) 
(#) Ho 
— wo 4; die Differenz der betr. Funktionswerte an den Enden des Intervalles, A; 


irgend eine Stelle in ihm bedeutet — bei unbegrenzter Verdichtung der Einteilung defi- 
nieren, wofern man als Werte von f(A), g(A), e(4) an den Unstetigkeitspunkten die 
rechts- oder linksseitigen Grenzwerte dieser Funktionen verwendet. 
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unendlichvieler Werte eines Polynoms, multipliziert mit positiven Faktoren, 
kann also gleichfalls nicht verschwinden. 
Wörtlich wie in $ 2,2. folgern wir nun aus der Orthogonalitätsrela- 


tion (21.) der Polynome r,(A) einerseits die „Besselsche Ungleichung‘ 


M 2 M 
(38.) z(/ vna,(ndew))</ Piadea)- 
für jede Funktion p(A), für die die betr. Integrale überhaupt existieren, 


andererseits die „Vollständigkeitsrelation‘“ 
2 


(39.) 21/ vina,a)dea)) = ga’dg) 


p 
u m 


für jedes abteilungsweise stetige p(A), dessen Sprungstellen nur nicht mit 
den Sprungstellen 4, von o(A) zusammenfallen. Setzen wir nun 


(40.) 7,)= / 7,()de() = 7*(2)4 3 n,(A,)0,, 7*(4)= / n,(4)do*(), 


m aut, m 
so entnehmen wir aus (38.) durch Spezialisation von p(A) die Konvergenz 


der Quadratsummen 


(41.) 7,0 <e(), Zul <; 
(m nn 7) 7 


für jedes A bzw. jedes A,. Aus (39.) aber ergibt sich wie ın $ 2,2. (9.231) 
(22) Ana) = He bzw. 241,01) 47,0) = 0, 
wenn 4,, 4, getrennt liegen, zunächst nur für solche Intervalle 4,, 4,, deren 
Endpunkte keine Sprungstellen A, von e(4) sind; die Gleichungen (42.) 
können wir in der einen Relation 
(42.”) ad: 7,(h) Ast,(A)= Aun,o (A) 
zusammenfassen, wo 4,0 der Zuwachs von g(A) in dem 4, und 4, ge- 
meinsamen Intervalle bedeuten. Läßt man nun in (42’.) den einen oder 
andern Endpunkt von 49, oder 4, gegen eine Stelle A, konvergieren und 
berücksichtigt, daß wegen (41.) alle auftretenden Größenreihen konvergente 
Quadratsummen haben, so ändern sich auf Grund bekannter Sätze über die 
Stetigkeit (Vollstetigkeit) der beschränkten Linearformen*) die Summen- 
werte stetig; möge sich insbesondere erst 4/, um eine Sprungstelle /, und 
dann nachträglich /, um eine Sprungstelle A, zusammenziehen, so ergibt sich: 
_ fl, wenn 4, ın 4,, 


49a y_ 
. 5) \o, wenn A, außerhalb 4, liegt; ae 
n («= ß) 
(43".) ES n,(4,)7,(R;) = | da j (a, A=1,2,...) 
" 0 (@ + ß). 


*, Vgl. etwa Hellinger, Quadratische Formen, $ 1, S. 214. 








1 
! 








, ER 


(46.) 








Eigenwerten läßt sich orthogonal ın eine J-Form transformieren. 
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Nunmehr ergeben sich für den stetigen Bestandteil 7*(A) aus (42.) 
und (43.) die Relationen 


(44%) ZArk(i) 4,1%) = [0, | wenn 4,, 4, getrennt liegen, 
(p) | 4,0*()), wenn 4, 4, identisch sind. 

(44”.) En,(h)dy(h)=0, (a=1,2,...) 
p 


und zwar zunächst für den Fall, daß die Endpunkte von 4,, 4, keine Punkte 
), sind; da jedoch die r(A) stetig sind, kann man nach der soeben über 
die Stetigkeit der Summen linkerhand angestellten Überlegung diese Be- 
schränkung sofort fallen lassen. Alsdann besagen aber die Relationen (44‘.), 
(44'.) im Verein mit (43°), daß für stetige Bestandteile und Sprünge von 
t,(}) genau dieselben Relationen bestehen, wie laut (33.) für die entsprechenden 
Bestandteile der Zerlegung (35.) von o,(4). Wir dürfen daher ohne weiteres 
das Analogon der Identität (37.) 


>M ö f “M _ . AM d A 1 RE 
(45.) z/ 7,()af(r) / 7,()dg()= / en. 


Af 
do 


A 
und / ” existieren. 
J do 
3. Nunmehr können wir die Betrachtungen von $ 2,3. unverändert, 


aufstellen, gültig für alle Funktionen /, g, für die / 
mit der neuen Bedeutung der Integrale, übernehmen: Die «quadratische 
Form (31.) geht durch die Transformation 


aM M 
%,= 3 0,%,, WO ,()do,@)=/ 1,(A)doF()) +38 7,(4,)1,,V0.. 
m 


o 
über ın die Form 


| ds Ba En 
a zn p) Mn p ı 2 
Ke=Kta-|i Tr I de) +E4, (27,0.)2,)°, 


Un m 


von der alle Koeffizienten außer 


M 
k, -f An,(A)’de(4)= r An,(A)do*li) +324,7,(4,)° 0, = a,; 


(a) 


m 


m 
M 


er. Ny+1(4 /)do(A) = [an(a)a N,41(7 A)do* (4 4) SAN (A, )7T,41(4.)0, = 


. [7 
m m (a) 


gewiß gleich Null sind. Überdies ergeben sich noch die Rekursions- 





formeln (30.) für die Polynome ,(4), und es folgt, daß b,-+0 und K(x) tatsäch- 
lich eine J-Form ist; die 7,(4) sind die ihr wie in $1 zugeordneten Polynome. 


Satz V: Jede beschränkte quadratische Form mit einfachem Strecken- 


spektrum und einfachen — möglicherweise im Streckenspektrum gelegenen — 


—b 





p 
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Die Formeln (46.) stimmen mit der in $ 1 hergeleiteten Normal- 
darstellung (15.) einer J-Form genau überein. Nun zeigen aber die Über- 
legungen von Nr. 2, 3 unmittelbar, daß zu jeder beliebig gegebenen mono- 
tonen Funktion o(4), die für A<<m Null und für > M konstant ist, 
ein zu ihrals Basis gehöriges System orthogonaler Polynome eindeutig bestimmt 
ist, und daß es daher eine und nur eine beschränkte J-Form gibt, die 
überhaupt eine solche Normaldarstellung (15.) mit eben diesem o(4) ge- 
stattet. Insbesondere muß also in unserm Falle o(4) — abgesehen von 
der unwesentlichen Wertbestimmung an den Unstetigkeitsstellen — die 
„charakteristische Funktion“ (vgl. Satz III) der J-Form K(x) sein, und 
allgemein gilt für jede J-Form: 

Satz VI: Es gıbt stets eine und-nur eine beschränkte J-Form, die 
eine beliebig gegebene außerhalb eines endlichen Intervalles konstante und in 
diesem vom Werte 0 an wachsende monotone Funktion zur charakteristischen 
Funktion hat und die mit Hilfe des Systemes in bezug auf dieses o(4) 
orthogonaler Polynome sı,(A) die Normaldarstellung : 


I) [a / Am,(M*dg(A) + 22,24, 47, (Ma, (WdE (A)! 


gestattet; Funktionen, die sich, abgesehen von den Werten an den Sprungstellen, 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden — aber auch nur solche — 
liefern dieselbe J-Form. 

Der Prozeß der orthogonalen Transformation der Form K(x) in 
eine J-Form verläuft also eindeutig, wenn man die Funktion o(#), d.h. 
die Darstellung von Ä(x) in der Gestalt (31’.), kennt. Diese Darstellung 
ist aber auf unendlich mannigfache Art möglich: Einmal sind ja die 
Zahlen Ö, nur durch die Bedingung der Konvergenz von z d, gebunden 
und können sonst völlig willkürlich gewählt werden; andererseits aber 
ist auch die Basisfunktion o*(%) eines einfachen Streckenspektrums nicht 
eindeutig bestimmt, sondern sie kann willkürlich einer ganzen Klasse mono- 
toner Funktionen von bestimmtem Wachstumscharakter entnommen werden *). 
Es folgt daher schließlich: 

Satz VII: Jede beschränkte Form mit einfachem Spektrum kann 
in unendlich viele verschiedene J-Formen orthogonal transformiert werden. 


*) Hellinger, Orthogonalinvarianten, $ 10, 11. Siehe insbes. Satz VI (S. 69). 














Uber monotongekrümmte Kurven. 


Von Herrn Wolfgang Vogt in Heidelberg. 


Eine reelle, ebene, stetig gekrümmte Kurve (oder ein Kurvenstück) 
ohne Spitze, ohne Wendepunkt und ohne Scheitel, d. h. ohne Stelle, an 
welcher der Krümmungsradius ein relatives Extremum ist, soll monoton- 
gekrümmt heißen. Jede stetig gekrümmte Kurve setzt sich aus monotön- 
gekrümmten Kurvenstücken zusammen, die in Wendepunkten, Spitzen oder 
Scheitelpunkten aneinanderstoßen. Im folgenden werden über monotonge- 
krümmte Kurven und Kurvenstücke, für welche man als Beispiel die logarith- 
mische Spirale im Auge haben kann, eine Reihe allgemeiner Sätze aufgestellt; 
als Anwendung folgt aus ihnen unmittelbar ein unlängst von Herrn Äneser 
veröffentlichter Satz des Herrn Caratheodory über die Anzahl der Scheitel 
einer geschlossenen konvexen Kurve*). 


I. Monotongekrümmte Kurven. 


Durchläuft ein Punkt eine monotongekrümmte Kurve in einer Rich- 
tung, so nimmt die Krümmung nie ab, durchläuft er sie in der andern 
Richtung, so wächst die Krümmung nie; wir drücken uns negativ aus, 
um den Fall miteinzuschließen, daß die Krümmung streckenweis konstant 
ist, die Kurve also ein Kreisstück enthält. Jeder Punkt zerlegt die 
monotongekrümmte Kurve in zwei Äste, die wir nun nach der eben ge- 
machten Bemerkung kurz den Ast wachsender Krümmung und den Ast 


*, A. Kneser, Bemerkungen über die Anzahl der Extrema der Krümmung auf 
geschlossenen Kurven usw. in der Festschrift zum 70. Geburtstag von Heinrich Weber, 
Leipzig 1912, S. 170. Siehe auch W. Blaschke, Die Minimalzahl der Scheitel einer 
geschlossenen konvexen Kurve. Rend. d. Circolo Mat. d. Palermo, tomo XXXVI, 
fasc. II, p. 220, 1913, sowie H. Mohrmann ebenda, tomo XXXVII, fase. II, p. 267, 1914. 
Vgl. hierzu die monotropen Kurven desHerrn Mohrmann, Math. Annalen. Bd. 72,5.285.1912. 
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abnehmender Krümmung nennen können. Dies gilt nicht, wenn die Kurve 
aus einem Kreise allein besteht, welchen Sonderfall wir nicht immer her- 
vorheben wollen. 

Berücksichtigen wir die Evolute der monotongekrümmten Kurve, 
so wird der Ast wachsender Krümmung von einem Punkte einer Evoluten- 
tangente erzeugt, wenn die Tangente auf der Evolute aufgewickelt wird, 
während der Ast abnehmender Krümmung bei Abwicklung der Tangente 
entsteht. Die Evolute einer monotongekrümmten Kurve kann keine Spitze 
und keinen Wendepunkt enthalten, weil die Kurve selbst keinen Scheitel 
und keine Spitze besitzt; sie geht ins Unendliche, wenn der Ast abneh- 
mender Krümmung in eine Gerade ausläuft, und sie bekommt eine Ecke, 
wenn die monotongekrümmte Kurve ein Kreisstück enthält. Wir können 
auch für einzelne Stellen von der Forderung der Stetigkeit in der Krüm- 
mung absehen und einen Sprung im Krümmungsradius zulassen, wofern 
er nur in der Tendenz des zugehörigen Kurvenastes erfolgt. In diesem 

Falle enthält die Evolute ein Geradenstück. 


Satz 1. Bei einer monotongekrümmten 
Kurve liegt jeder kleinere Krümmungskreis 
ganz im Innern jedes größeren*); an einer 
Sprungstelle des Krümmungsradius berührt der 
kleinere Kreis den größeren von innen. 

Folgt nämlich der Kurvenpunkt B dem 
Kurvenpunkt A in der Richtung abnehmen- 
der Krümmung und sind M,, M,,r,, Tr, die 
zugehörigen Krümmungsmittelpunkte und 





Krümmungsradien, so ist (Fig. 1) 

75 = M,M, + r, 1 >M,M,+r,, 1, —14,>M;M,, 
wenn mit M,M a die Länge des Evolutenbogens zwischen M, und M,, mit 
M,M, die gerade Entfernung dieser beiden Punkte bezeichnet wird. Im 
allgemeinen gilt das Zeichen >. Dann ist die Differenz der Kreisradien 
größer als die Zentrale, der Krümmungskreis &, liegt also ganz innerhalb 
des Krümmungskreises &,. Das Gleichheitszeichen gilt, wenn entweder 
M,M,=M,M,=0, M a=M,, r3=r, ist, also die Kurve zwischen A und B 
*) S. Kneser. a... O., 8. 171. 
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in einem Kreisstück besteht — dieser Fall kommt im Satze nicht vor — 
oder wenn M,M »= M,M, ist, die Evolute die gerade Strecke M, M,„ ent- 
hält und der Krümmungsradius um diese Strecke gesprungen ist. Dann 
sagt die Gleichung aus, daß der kleinere Kreis £, berührend im Innern 
des größeren liegt. 

Danach können keine zwei verschiedenen Krümmungskreise einen 
Punkt gemeinsam haben, es sei denn, daß sie sich in einer Sprungstelle 
des Krümmungsradius berühren. Die monotongekrümmte Kurve selbst 
kann also auch keinem ihrer Krümmungskreise außer im Oskulationspunkte 
— der sich im Falle eines Kreisstückes auch auf ein endliches Stück er- 
strecken kann — nochmals begegnen; daß heißt: 

Satz 2. Von einem Punkte A einer monotongekrümmten Kurve aus 
verläuft der Ast wachsender Krümmung ganz innerhalb, der Ast abnehmender 
Krümmung ganz außerhalb des Krümmungskreises &, im Punkte A, doch 
können beide Äste in der Umgebung von A Stücke des Kreises selbst ent- 
halten; ıst A eine Sprungstelle. so verläuft der Ast wachsender Krümmung 
innerhalb des kleineren, der Ast abnehmender Krümmung außerhalb des 
größeren Krümmungskreises. 

Satz 3. Eine monotongekrümmte Kurve kann keinen Doppelpunkt 
besitzen, es sei denn, daß sie einen ganzen Kreis enthält. 

Ein beliebiger Punkt A einer monotongekrümmten Kurve liegt 
innerhalb aller von seinem eigenen Krümmungskreis verschiedenen Krüm- 
mungskreise des Astes abnehmender Krümmung, von ihm aus kann also 
an diese Krümmungskreise und folglich auch an den ganzen Ast abneh- 
mender Krümmung keine Tangente mehr gehen, andrerseits kann die 
Tangente im Punkte A von dem Ast wachsender Krümmung nicht mehr 
getroffen werden. Es folgt also zweierlei: 

Satz 4. Von ewmem Punkte A einer monotongekrümmten Kurve 
geht an den Ast abnehmender Krümmung keine Tangente; der Ast wachsender 
Krümmung liegt ganz auf der einen Seite der Tangente im Punkte A. 

Lassen wir einen Punkt B von A aus den Ast abnehmender Krüm- 
mung durchlaufen und verfolgen den Drehungssinn des Radiusvektors AB 
um A herum, so kann er sich nur ändern, wenn der Radiusvektor die 
Kurve einmal in B berührt, oder wenn die Kurve in B eine Spitze besitzt; 


beides ist ausgeschlossen. 


32* 
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Satz 5. Durchläuft ein Punkt B von A ausgehend den Ast ab- 
nehmender Krümmung, so dreht sich der Radiusvektor AB um A beständig 
in demselben Sinn; A bleibt auf derselben Seite des in der Richtung abneh- 
mender Krümmung durchlaufenen Astes. 

Von den Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden durch A läßt 
sich danach zunächst aussagen, daß sie abwechselnd auf der einen und 
andern Halbgeraden von A gelegen sind. Sind B,C, D die aufeinander- 
folgenden Schnittpunkte mit dem Aste abnehmender Krümmung, so liegt C 
auf der Verlängerung von BA; der Krümmungskreis von C umfaßt A und B, 
also die Strecke ÜB, und D liegt auf der Verlängerung von AB usi. 

Satz 6. _ Von den Schnittpunkten einer Geraden mit einer in der 
Richtung abnehmender Krümmung durchlaufenen monotongekrümmten Kurve 
schließen auf der Geraden ‚je zwei aufeinanderfolgende alle vorhergehenden ein, 
alle folgenden aus. 

Hieraus, doch auch schon aus Satz 4 allein, folgt: 

Satz 7. Eine monotongekrümmte Kurve kann keine Doppeltangente 
besitzen. 

A,B,C,D seien vier in der Richtung abnehmender Krümmung 
aufeinanderfolgende Schnittpunkte einer monotongekrümmten Kurve mit 
einem Kreise £. Der Krümmungskreis $, schließt A ein. Die Punkte A,B 
bestimmen also zwei Kreisteile, von denen einer ganz innerhalb $, liegt. 
Da von B aus der Ast abnehmender Krümmung nicht mehr ins Innere 
von $%, dringt, so liegen alle weiteren Schnittpunkte mit dem Kreis & in 
demjenigen Kreisteil AB, welcher nicht ganz innerhalb 8, liegt. Der 
Krümmungskreis 8, schließt die Punkte B und A sowie ihre Krümmungs- 
kreise ein, der Kreistel BAC liegt also ganz in ihm, und da der Ast 
abnehmender Krümmung nicht mehr in ihn eindringt, so müssen die 
weiteren Schnittpunkte, also auch D, in demjenigen Kereisteil BC von & 
liegen, welcher A nicht enthält. Von den vier aufeinanderfoigenden Schnitt- 
punkten A,B,C,D trennen also die beiden mittelsten B,C den ersten 
A vom vierten D. Daraus folgt: | 

Satz 8. Je zwei aufeinanderfolgende Schnittpunkte einer ın der 
Richtung abnehmender Krümmung durchlaufenen monotongekrümmten Kurve 
mit einem Kreise trennen auf dem Kreise alle vorhergehenden Schnitipunkte 
von allen folgenden. 
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Berührt ein Kreis $& eine Kurve in einem nicht singulären Punkte ?, 
so kann der Krümmungskreis $£, den berührenden Kreis & entweder be- 
rührend einschließen oder ausschließen. Nehmen wir 
an, eine monotongekrümmte Kurve werde im Punkte P er 17 an &, 


von einem Kreis & so berührt, daß der Krümmungs- Rt zu 

kreis £, den Kreis & einschließt (Fig. 2). Dann kann / Be. 

nur der Ast wachsender Krümmung von P aus weitere et 

Treffpunkte mit & haben, weil der Ast abnehmender - -ü 
ig. 2. 


Krümmung ganz außerhalb $, verläuft. @ sei ein 
weiterer Berührungspunkt des Astes wachsender Krümmung mit dem 
Kreise &. Der Krümmungskreis &, liegt innerhalb 8, und schließt darum 
P und mit ihm den Kreis £ berührend aus. Die zweite Berührung ist 
also von der andern Art. Der Ast wachsender Krümmung verläuft dann 
ganz innerhalb &, und kann dem Kreise $ nicht mehr begegnen. Mehr 
als diese zwei Berührungspunkte mit dem Kreise & können also nicht auf- 
treten. Dasselbe ergibt sich, wenn wir von einem Berührungspunkte @ 
ausgehen, in welchem der Krümmungskreis &£, den Kreis & ausschließt. 
Dann sind weitere Treffpunkte mit $, also auch ein weiterer Berührungs- 
punkt, nur auf dem Aste abnehmender Krümmung möglich, und ın einem 
solchen weiteren Berührungspunkt P muß der Krümmungskreis &, den 
Krümmungskreis &,, also auch @ selbst und den Kreis &£ berührend ein- 
schließen; in P fände also wieder die andere Art der Berührung statt, 
und mehr als zwei Berührungspunkte sind unmöglich. 

Satz 9. Eine monotongekrümmte Kurve kann einen Kreis höchstens 
zweimal berühren, und zwar muß der Krümmungskreis das eine Mal den 
berührenden Kreis einschließen, das andere Mal ausschließen. 

Von der Erreichbarkeit der in diesem und den anderen Sätzen 
vorkommenden Höchstzahlen überzeugt man sich durch Beispiele von 
logarıthmischen Spiralen oder aus Kreisbögen geeignet zusammengesetzten 
Kurven. 


II. Monotongekrümmte begrenzte Kurvenstücke. 


Im folgenden behandeln wir Bögen monotongekrümmter Kurven, 
welche ganz auf einer Seite einer Sehne gelegen sind.. Um die Grenze 
möglichst weit zu ziehen, betrachten wir solche Kurvenstücke, welche die 
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Tangente im Endpunkte stärkster Krümmung nicht nochmals schneiden 
und nennen sie kurz ‚begrenzte‘ Kurvenstücke. Ein ‚begrenztes‘ Kurven- 
stück kann übrigens in der Richtung abnehmender Krümmung ins Unend- 
liche gehen, wie z. B. das vom Scheitelpunkt ins Unendliche laufende 
Stück einer Hyperbel oder Parabel. 

Eın begrenztes Kurvenstück schneidet jede Gerade durch den End- 
punkt A stärkster Krümmung höchstens noch in einem Punkte. Der 
Radiusvektor von A nach einem das Kurvenstück von A: aus durch- 
laufenden Punkte C dreht sich nämlich um A in konstantem Drehsinn 
und müßte daher, ehe er zum zweiten Male in eine Gerade durch A fällt, 
noch einmal in die Tangente in A gefallen sein, was durch die Definition 
ausgeschlossen ist. Ist D ein beliebiger Punkt des Kurvenstückes, so kann 
das von D auslaufende Stück abnehmender Krümmung eine Gerade durch 
D höchstens noch in einem Punkte schneiden, weil der Radiusvektor sich 
wieder um D ın konstantem Sinne dreht, und ehe er zum zweiten Male 
in die gegebene Gerade fällt, einmal in der Geraden DA gelegen haben 
müßte, was einen neuen Schnittpunkt mit DA erfordern würde. Da wir 
nun D beliebig nahe an A wählen können, so folgt daraus: 

Satz 10. Ein „begrenztes‘‘ monotongekrümmtes Kurvenstück kann 
mit einer Geraden höchstens zwei Schnittpunkte oder einen Berührungspunkt 
gemein haben. 

Sind andrerseits A und B zwei aufeinanderfolgende Schnittpunkte 
einer monotongekrümmten Kurve mit einer Geraden, so ist der Bogen AB 
ein begrenztes Kurvenstück. Wenn nämlich die Krümmung von A nach 
B abnimmt, so dreht sich der Radiusvektor von A nach einem den 
Bogen AB durchlaufenden Punkte wieder in konstantem Drehsinn. Er 
liegt zu Anfang in der Tangente im Punkte A und kann erst wieder in 
sie fallen, nachdem er auf allen Geraden durch A gelegen hat, also nach 
der Lage AB; der Bogen AB kann also die Tangente im Endpunkt 
stärkster Krümmung nicht schneiden. 

Satz 11. Ein monotongekrümmtes begrenztes Kurvenstück kann 
einen Kreis in höchstens drei Punkten schneiden oder ın einem Punkte be- 


rühren und in einem anderen schneiden. 
Nehmen wir nämlich an, A, B,C,D seien vier Schnittpunkte mit 
dem Kreis in der Reihenfolge abnehmender Krümmung, dann liegen nach 
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Satz 8 A und D in verschiedenen der beiden durch BC getrennten Kreis- 
teile, also auch auf verschiedenen Seiten der Geraden BC. Die Kurve 
tritt aber von A kommend im Punkte B auf die Seite des Punktes D, 
im Punkte C wieder auf die Seite des Punktes A; um schließlich noch 
nach D zu kommen, müßte sie die Gerade BC nochmals schneiden, was 
nach dem vorigen Satze bei einem begrenzten Kurvenstück unmöglich ist. 
Lassen wir A nach B oder D nach (© rücken, so folgt durch Grenzüber- 
gang, daß außer einer Berührung nur noch ein Trefipunkt möglich ist. 
Der zweite Treffpunkt kann aber nicht wieder ein Berührungspunkt sein. 
Denn nach Satz 9 muß in einem von zwei Berührungspunkten der Krüm- 
mungskreis den berührenden Kreis einschließen, im andern ausschließen. 
Das Kurvenstück zwischen den beiden Berührungspunkten müßte dann 
die Tangente in demjenigen von ihnen, dessen Krümmungskreis den ge- 
gebenen Kreis ausschließend berührt, mindestens noch einmal überschreiten, 
was wieder nach dem Öbigen bei einem begrenzten Kurvenstücke un- 
möglich ist. 

Satz 11°. Ein monotongekrümmtes begrenztes Kurvenstück kann einen 
Kreis nicht zweimal berühren. 

Seien nun (Fig. 3) A und B wieder zwei in der Richtung ab- 
nehmender Krümmung auf- 
einanderfolgende Schnitt- 
punkte einer monotonge- 
krümmten Kurve mit einer 
Geradeng. Der Kurvenbogen 
AB liegt ganz auf einer Seite 





von g. Der Krümmungskreis 
&,1nB schließt den Punkt A 
ein und berührt darum auch Fir. 3 





denjenigen Kreis 8 ein- 

schließend, der die Kurventangente b in B berührt und durch A hin- 
durchgeht.. Das Kurvenstück ÄB läuft also in der Nähe von B außer- 
halb dieses Kreises; da es begrenzt ist, kann es ihn vor A nicht mehr 
schneiden und kommt daher auch in A von außen an den Kreis & heran. 
Das heißt aber — wenn wir unter @ und ? die Winkel (< rn) der Sehne AB 
gegen diejenigen Halbgeraden der Kurventangenten a und b in A und B 
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verstehen, welche auf derselben Seite von g liegen wie der Bogen AB — 
Winkel «& ist größer als der Winkel der Kreistangente in A gegen die 
Sehne AB, also, da dieser gleich £ ist, « ist größer als ß. 

Satz 12. Sind A und B aufeinanderfolgende Schnittpunkte einer 
monotongekrümmten Kurve mit einer Geraden g, « und ß die Winkel der 
Sehne AB mit denjenigen Halbgeraden der Tangenten in A und B, welche 
auf derselben Seite von g liegen wie der Bogen AB, so ist « größer, kleiner 
oder gleich P, je nachdem die Krümmung von A nach B fällt, wächst oder 
gleichbleibt. 

Nehmen wir nun zwei beliebige Linienelemente A, a; B,b an und 
fragen nach den monotongekrümmten begrenzten Kurvenstücken, welche 
sie verbinden (Fig. 4), so werden sie sämtlich inner- 
halb des von den beiden Tangenten a,b gebildeten 
Winkelraumes ASB liegen müssen, weil sie ja keine 
ihrer Tangenten nochmals schneiden dürfen. Es wird 
ferner eine Schar von ihnen im Dreieck ASB liegen, 
\ eine andere in dem Winkelraum außerhalb, weil 
kein Kurvenstück die Gerade AB nochmals über- 
Y„ schreiten kann. Ist nun bei den inneren Dreiecks- 
7 / winkeln 9 größer, kleiner oder gleich «, so ist bei 





Tamams- 


a den äußeren Dreieckswinkeln ?’ kleiner, größer oder 


gleich «’. Wächst also die Krümmung bei den im 
Dreieck verlaufenden Kurvenstücken von A nach B, so nimmt sie bei den 
außerhalb des Dreiecks verlaufenden von A nach B ab und umgekehrt. 

Satz 13. Zwei beliebig gegebene Linienelemente werden im allgemeinen 
durch zwei getrennte Scharen von monotongekrümmten begrenzten Kurvenstücken 
verbunden, welche auf verschiedenen Seiten der Sehne verlaufen; wächst die 
Krümmung der einen Schar von A nach B, so nimmt die der andern Schar 
von A nach B ab und umgekehrt. 

Für die Scharen von Kurvenstücken können wir leicht begrenzte 
(Gebiete angeben, in welchen sie verlaufen müssen. Wir nehmen dazu wieder 
an «e>f. Die Krümmung der Stücke im Dreieck ASB nimmt dann 
von A nach B ab, diejenige der Stücke außerhalb wächst von A nach B. 
Der Kreis, welcher b in B berührt und durch A geht, schneidet « dann, 
wie man auf elementarem Wege sieht, zum zweiten Male auf der Verlängerung 
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von SA in A’. Wir wissen schon aus dem vorigen, daß die Kurvenstücke im 
Dreieck ganz außerhalb dieses Kreises verlaufen, und überzeugen uns ebenso, 
daß diejenigen außerhalb des Dreieckes ganz innerhalb des Kreises liegen. 
Derjenige Kreis, welcher a in A berührt und durch B geht, schneidet aber 
die Gerade b zum zweiten Male innerhalb der Strecke SB in B’. Die Kurven- 
stücke der ersten Schar liegen also in der Umgebung von B und folglich 
im ganzen Verlauf innerhalb dieses zweiten Kreises, diejenigen der zweiten 
Schar aus denselben Gründen außerhalb. Indessen können die äußeren 
Grenzen der beiden Gebiete von den Kurven nicht erreicht werden, und 
wir können sie durch erreichbare andere ersetzen. Der Kreis, welcher « 
in A berührt und auch 5 berührt in einem neuen Punkte B’”, der sicher 
in der Strecke B B’ liegt, ist für die erste Schar der größtmögliche Krümmungs- 
kreis in A; denn jeder größere würde BS schneiden und dem Kurven- 
stück den Weg von A nach B versperren. Ist der Krümmungskreis eines 
Kurvenstückes in A kleiner als dieser Kreis, so verläuft es zunächst inner- 
halb des Kreises und könnte ihn doch nur noch einmal schneiden. Darum 
bleibt es innerhalb, und das Gebiet der Kurven der ersten Schar ist durch 
die schraffierten Kreisbögen BA und AB” und durch das Geradenstück 
B”’B begrenzt. Ebenso ist derjenige Kreis, welcher b in B berührt und 
außerdem a in der Strecke AA’ ım Punkte A”, der größtmögliche 
Krümmungskreis der Kurven der zweiten Schar im Punkte B, und aus 
demselben Grunde ist das Gebiet der Kurvenstücke der zweiten Schar be- 
grenzt durch die schraffierten Kreisstücke AB und BA” und das Geraden- 
stück A”’A. 

Wir haben noch zwei Sonderfälle zu betrachten: Bilden erstens die 
Tangenten « und b gegen die Sehne AB gleiche Winkel, sind die Linien- 
elemente also Elemente eines Kreises, so fallen alle unsere Kreise in diesen 
einen zusammen, es gibt keine endlichen Gebiete mehr, und wir haben. 
was ja auch schon aus Satz 11a folgt: 

Satz 14. Die einzigen monoton gekrümmten begrenzten Kurvenstücke, 
welche zwei Linienelemente eines Kreises verbinden, sind die beiden Kreis- 
stücke, in welche jener Kreis durch die beiden Linienelemente zerlegt wird. 

Der zweite Sonderfall besteht darin, daß der Punkt des einen 
Linienelementes auf der Tangente des anderen gelegen ist. Hier bestimmen 


die beiden Elemente nicht einen sondern zwei Winkelräume; es gibt also 
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wieder zwei Scharen von monotongekrümmten begrenzten Kurvenstücken 
zwischen ihnen, sie verlaufen auf verschiedenen Seiten der Tangente b, 
bei beiden wächst die Krümmung von A nach B, wie aus Satz 4 ohne 
weiteres folgt, und die Grenzen der von ihnen erfüllten Gebiete sind wie 
oben anzugeben. 

Wenden wir uns schließlich dem eingangs erwähnten Satze der Herren 
Caratheodory und Kneser zu, so würde die Existenz einer stetig gekrümmten 
geschlossenen konvexen Kurve mit nur zwei Krümmungsextremen erfordern, 
daß zwei — nicht in der Lage der obigen Sonderfälle befindliche — 
Linienelemente A,a; B,b durch zwei monotongekrümmte Kurvenstücke 
verbunden werden können, welche auf verschiedenen Seiten der Sehne 
AB liegen und in A und B dieselben Krümmungskreise besitzen. Das 
ist aber nach unserm Satze 13 unmöglich, weil das eine Kurvenstück von 
A nach B in der Krümmung wächst, das andere abnimmt. 

Eine stetig gekrümmte, geschlossene, konvexe Kurve muß also mehr 


als zwei Krümmungsextreme besitzen. 
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Neue Anwendungen der Theorie der Diophantischen 
Approximationen auf die Hiemannsche Zetafunktion. 


Von Herrn Harald Bohr in Kopenhagen und Herrn Richard Courant in Göttingen. 


Einleitung. 

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist die Untersuchung des 
Wertevorrates der Riemannschen Zetafunktion &(s) = T(o-+it) auf verti- 
kalen Geraden o= 0, im Streifen L<o<i1. 

In einigen früheren Arbeiten*) hat Bohr das Verhalten von £(s) 
in der Halbebene o >1 mit Hilfe eines Kroneckerschen Satzes über Dio- 


phantische Approximationen studiert und insbesondere die Gesamtheit der 


Werte untersucht, die &(s) bei festem o,_>1 auf der vertikalen Geraden 
0= 0, annimmt. 

Um das Neue in dem Gedankengang und dem Resultate der vor- 
liegenden Abhandlung, in der wir eine analoge Frage für einen Teil des 
„kritischen Streifens‘ 0</o<{1 behandeln, deutlicher hervortreten zu 
lassen, schicken wir ein kurzes Referat über die Methode und eines der 
Hauptergebnisse der erwähnten früheren Untersuchungen für die Halbebene 
o>1 voraus; wir bemerken jedoch, daß das Verständnis der vorliegenden 
Abhandlung die Kenntnis dieser älteren Arbeiten nicht erfordert. 

Es sei o, eine feste Zahl größer als 1 und U(o,) die Menge der 
Werte, welche die Riemannsche Zetafunktion 


(1.) E(0+ it) = Fll)= 11 (1 p, “ty 


*) Vgl. insbesondere: Sur la fonetion {(s) dans le demi-plan o>1. C.R. 
de l’Ac. des sciences, Paris, t. 154, 1912. 


PN 
I)" 
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annimmt, wenn die reelle Variable 2 von — co bis + oo läuft; dabei be- 
deutet p,, wie üblich, die n-te Primzahl. Gleichzeitig mit F(t) betrachten 
wir die Funktion der unendlich vielen reellen Variabeln n,, 773, --. Nm +-- 


(2.) Fin N Ne) (Lern) 


n=1 


Wegen der Konvergenz der Reihe mit positiven Gliedern & p,” konvergiert 
n=1 


das Produkt (2.) für jedes reelle Wertsystem 7, 72, --. N +: ; Es bezeichne 
V(o,) die Menge aller Werte, die das Produkt F(n,, 7s,...) annimmt, wenn 
die Variabeln 77,, 7, ... unabhängig voneinander alle reellen Werte, oder — 
was auf dasselbe hinauskommt — alle Werte 0<n„<<1 durchlaufen. 
Dann gilt der Satz: Die Menge U(o,) — die offenbar eine Teilmenge von 
V (o,) «st — liegt in V(o,) überall dicht. 
Der in den oben erwähnten Untersuchungen von Bohr geführte 
Beweis dieses Satzes*) läßt sich etwa folgendermaßen skizzieren. Es sei 
= F(n,, Ne, ...) eine beliebig gegebene, dem Wertsystem n,=n,„ entsprechende 
Zahl der Menge V(o,); dann ist die Existenz eines solchen reellen {, zu 
beweisen, daß (o,+it,) sich von a um weniger als eine beliebig vorge- 
schriebene Größe unterscheidet. Hierzu genügt es nachzuweisen, daß es 
zu jedem €>>0 ein solches ganzzahliges N und reelles i, gibt, daß, wenn 


Flo +W)=-N(I- ara, Rat it)= MI 1 (1-2, e+t9yd 


n=1 u % 
und entsprechend 


Fy(n Na...) = 1 (1— pe" "n)!, Ry(nv+1 Mn: -) = MN \ 1— per) 


gesetzt wird, gleichzeitig 
\Fr(09 + &5) — Frlm N m) <E; 
Ry(0, + ib) — 1 <eE, |Ry(ns4o Ns) 1 <e 

ist. Die Befriedigung der beiden letzten Ungleichungen bietet gar keine 
Schwierigkeit; denn wegen der für alle reellen Wertsysteme 7,, 7, ... gleich- 
mäßigen Konvergenz von (2.) und der hieraus erst recht folgenden für 
alle reellen t gleichmäßigen Konvergenz von (1.) läßt sich ein solches N 
finden, daß 


*) Dieser Satz e übrigens ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes über 


Dirichletsche Reihen 5> =. Vgl. H. Bohr: Über die Bedeutung der Potenzreihen von 
n=1 NR 
unendlich vielen Variabeln in der Theorie der Dirichleischen Reihen, Nachr. d. Ges. 


d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl., 1913. 
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| By (Mn Any )— 1 <e 
sowie für alle t 
Ro, +it)—1<e 
ist. Es genügt also, bei festem N die Existenz eines solchen {, zu be- 
weisen, daß 
(3.) Fy(0, + Ü) — Fy(H1s N + Nm) < E 

wird. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daß in dem Produkte F,(0,+ it) 
die Amplituden «,„ von p,*+®% (bis auf beliebige Vielfache von 2) gleich 


—tlogp, sind, also, wenn zur Abkürzung /,= — - S " gesetzt wird, 
u,—=2n.t4, ist. Nun sind aber — und dies ist der Kernpunkt des hier 
referierten Beweises — die Zahlen log p,, log p,,... logpy, also auch die 


Zahlen A,,A3,...4y wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung einer ganzen 
Zahl in Primfaktoren, voneinander linear unabhängig. Daher können wir 
aus einem wohlbekannten Kroneckerschen Satze über Diophantische Appro- 
ximationen folgendes entnehmen: Ist P, derjenige Punkt im N-dimensio- 
nalen Einheitswürfel, der aus dem Punkte (tA,, t},, ...t4,) durch Reduktion 
jeder Koordinate modulo 1 entsteht, so liegt die Menge der Punkte P, im 
Einheitswürfel überall dicht, wenn t irgend ein nach wenigstens einer Seite 
ins Unendliche reichendes Intervall durchläuft. Es kommt daher gewiß 
für geeignete t= ti, der Punkt P, dem festen Punkte (7,, 7, ... 7) beliebig 
nahe. Der Beweis der Existenz eines t,, das (3.) befriedigt, und damit der 
Beweis des oben formulierten Satzes ergibt sich nun von selbst. 

Durch diesen Satz ıst die Bestimmung der Wertmenge U(o,) im 
wesentlichen auf die Bestimmung der Menge V(o,) zurückgeführt. Diese 
Menge besteht aus der Gesamtheit aller Werte, die das Produkt (2.) an- 
nimmt, wenn die reellen Größen 7,, 7, .... unabhängig voneinander variieren. 
Da nun, bei festem o,, der einzelne Faktor (1 — p,”e*"'"")”! einen gewissen 
Kreis C, durchläuft, wenn 7, von O0 bis 1 variiert, so ist V identisch mit 
der Menge aller Werte z einer komplexen Ebene, die durch ‚Multiplikation 
der unendlich vielen Kreise C,‘‘“ entstehen, d. h. der Menge aller Werte 
2= 2% '2g°'*2,***, wobei z, ein beliebiger Punkt auf C,, , ein beliebiger 
Punkt auf C, usw. ist. Nun lehrt eine geometrische Überlegung*), 
daß es zu jedem beliebig großen R ein ,=%(R) >1 gibt, so daß für 


*) Vgl. die in Anmerkung S. 249 zitierte Abhandlung. 
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jedes o, zwischen 1 und ©, die durch die „Kreismultiplikation‘‘ entstehende 
Menge V (o,) sämtliche Punkte des Kreises |2| < R enthält. Hieraus folgt 
alsdann vermöge des obigen Satzes über U(o,), daß bei jedem hinreichend 
nahe an 1 gelegenen 0,1 die Funktion 5(s) auf der Geraden o=o, 
Werte annimmt, die in einem beliebig gegebenen, ganz im Endlichen ge- 
legenen Bereiche der &-Ebene überall dicht liegen. 

Diese schon bekannten Tatsachen über das Verhalten von &(s) in 
der Halbebene o > 1 legen die Vermutung nahe, daß die Werte, welche 
C(s) auf der Begrenzungsgeraden o= 1 dieser Halbebene annimmt, in der 
ganzen [-Ebene überall dicht liegen. Zu entscheiden, ob dies tatsächlich 
der Fall ist, war aber bisher noch nicht gelungen*). Man könnte zunächst 
glauben, daß die Methode, welche in der oben referierten Untersuchung 
zum Studium des Wertevorrates der £-Funktion auf einer in der Halbebene 
o—>1 gelegenen vertikalen Geraden benutzt wurde, auch zum Studium 
des Wertevorrates auf der Geraden o=1 verwandt werden könnte, und 
zwar mit dem Resultate, daß 5(1-+:t) jedem gegebenen komplexen a 
beliebig nahe kommt. In der Tat, es konvergiert für =>0 das Produkt 
I(1 —p, +9)! und ist gleich {(1-+ :t). Wenn also wie oben 

F+)=A-p 9, Rrllti)= DM - mt 


n=N-+1 
gesetzt wird, so wäre der Beweis geführt, wenn es gelänge, ein solches i, 
anzugeben, daß gleichzeitig 
F,(1+i4)—a<e, |R,(l+)—1ji<e 
ist. Was die erste dieser beiden Ungleichungen betrifft, so kann man 


. . ba 2. . 
genau wie oben verfahren. Wegen der Divergenz von & p,' läßt sich 


n=1 


nämlich zeigen, daß für alle hinreichend großen N die Menge V,„ aller 
Zahlen 


N i 
Fy(nı Ne... Mn)= M(l untl Zube) Hi (0 Sn <1) 


n=1 


den vorgegebenen Wert a enthält, und sodann mit Hilfe des Kronecker- 
schen Satzes die Existenz eines solchen i, beweisen, daß 


*) Das Äußerste, was man bisher über die Verteilung der Werte von &(1 +1) 
wußte, war das von Bohr (Note sur la fonction Zeta de Riemann {(s)=[(o +it) sur 
la droite «=1, Dänische Akademie, 1913) festgestellte Resultat, daß I(1+:t) auf 
jedem Radiusvektor = 6, 0 <r<w in der {= re'-Ebene unendlich viele Werte 
annimmt, und zwar solche mit beliebig großem und solche mit beliebig kleinem r. 
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Fr(1+ 4) —al<e 

ist. Der Beweis wäre daher ganz wie oben zu führen, wenn das Produkt 
II(1—p,"+”) für alle t — abgesehen natürlich von einer auszuschnei- 
denden Umgebung des Punktes t=0 — gleichmäßig konvergierte. Dies 
ist aber nicht der Fall; vielmehr läßt sich zu jedem N ein beliebig 
großes t so angeben, daß R,(l-+ :t) absolut genommen beliebig groß ist. 
Die obige Methode der Abschätzung des Restes A, und der Verwendung 
des Kroneckerschen Satzes für den Anfang F, scheint daher zunächst hier 
prinzipiell zu versagen *). 

In der Tat aber werden wir ın der vorliegenden Arbeit zeigen, 
daß es möglich ist, diese Methode so zu vertiefen, daß sie auch für die 
Untersuchung der Funktion C(s) auf der Geraden o=1 verwendbar wird. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir zunächst zur Abschätzung des Restes R, 
die aus einem Satze von Schnee über Mittelwerte Dir:ichletscher Reihen 
leicht zu folgernde Tatsache, daß das Produkt //(1—»,"*")"', obwohl es 
nicht für alle | >1 gleichmäßig konvergiert, doch ‚‚fast überall‘‘ gleich- 
mäßig konvergiert, in dem Sinne, daß es zu jedem positiven e und d ein 
N, = N,(&, 0) gibt mit folgender Eigenschaft: Für jedes feste N >N, ist 
die Gesamtlänge der Intervalle für i zwischen — 7 und T, für die 

R,ı1+ei)—1 >: 
ausfällt, bei hinreichend großem T kleiner als d.T. 

Damit aber ist die Schwierigkeit noch keineswegs überwunden. 
Denn bei festem, hinreichend großem N könnten die Werte von t, für die 
'F,(1+t)—a|<e ist, sämtlich in den oben bezeichneten Intervallen 
liegen, in denen |Ry(l +1) —1/>e ist, trotzdem die relative Gesamt- 
länge dieser Intervalle asymptotisch sehr klein wird. 

Man kann nun aber, um genauere Auskunft über F,(1-+ it) zu er- 
halten, statt des gewöhnlichen Kroneckerschen Satzes, der aussagt, daß bei 
festem N die oben definierten, aus (tA,,tAs,...tAy) durch Reduktion der 
Koordinaten modulo 1 entstehenden Punkte P, ım N-dimensionalen Einheits- 
würfel überall dicht liegen, eine weitergehende, übrigens aus dem Kronecker- 


*) Daß das Produkt bei jedem 7T’>0 im Intervalle {| <Z 7, wenn eine Um- 
gebung von £=(0 ausgeschnitten wird, gleichmäßig konvergiert, nützt uns natürlich 
nichts; die obige Methode verlangt mehr, nämlich gleichmäßige Konvergenz in einem 
nach wenigstens einer Seite ins Unendliche reichenden Intervall. 
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schen Satze leicht zu folgernde Tatsache heranziehen, nämlich die, daß der 
Punkt P,, wenn t ins Unendliche wächst, nicht nur in die Nähe jeder 
Stelle des Einheitswürfels gelangt, sondern auch gleschmäßig überall hinkommt, 
d. h. die Umgebung keines Punktes bevorzugt. Durch Benutzung dieser 
Bemerkung gelingt es, nicht nur die Frage zu behandeln, in welche Ge- 
biete die Größe #„(1-+ it) hinkommt, sondern auch ‚‚wie oft‘‘ für wachsendes 
t sie in ein solches Gebiet fällt; mit anderen Worten, man kann gewisser- 
maßen die Wahrscheinlichkeit dafür bestimmen, daß F„(1-+ it) in einem 
gewissen Gebiete, speziell einer festen Umgebung des Punktes a, liegt. 
Diese Wahrscheinlichkeit gibt, um sie genauer zu definieren, die relative 
Gesamtlänge der Intervalle zwischen 0 und 7 an, für die F,(1-+ :t) 
in das gegebene Gebiet fällt, im Limes für unbegrenzt wachsendes 7. 

Wenn nun auch, bei wachsendem N, das von F,„ überdeckte 
Gebiet nach allen Richtungen ins Unendliche wächst, so zeigt es sich 
doch — und das ist hier die entscheidende Tatsache —, daß für eine 
vorgegebene Umgebung des Punktes a die obige Wahrscheinlichkeit nicht 
gegen Null konvergiert, sondern sogar für hinreichend große N größer als 
eine positive, von N unabhängige Zahl bleibt. Bedenkt man nunmehr, 
daß die obige Bemerkung über den Rest R,(1-+ :t) sich gewissermaßen 
so ausspricht: die Wahrscheinlichkeit dafür, daß R,(1+ 1) — 1 > ist, 
wird kleiner als eine beliebig kleine Größe, wenn nur N hinreichend 
groß ist, so gelangt man schließlich zu dem erwünschten Resultate, näm- 
lich zu der Existenz eines i=t,, für das gleichzeitig 

A,(1+it) -—al<e, |Rrll+it)—1l<e 
ist. Es kommt also in der Tat G(1-+ it) dem Werte a beliebig nahe. 

Es ergibt sich ferner, daß die soeben dargelegte Methode erlaubt, 
das Verhalten von &(s) nicht nur auf der Geraden’ o= 1, sondern auf 
jeder Geraden o= o,, wo L<0,<{1 ist, zu studieren, und zwar mit dem 
Resultate, daß sogar auf jeder dieser Geraden die Werte von {(s) einem 
beliebig gegebenen Werte a beliebig nahe kommen. Für solche Geraden, 
die links von o= 1 liegen, scheint die Methode uns darum besonders be- 
merkenswert, weil sie gewissermaßen auf der Produktdarstellung von {(s) 
beruht, obwohl das Produkt in keinem Punkte mit oa < 1 konvergiert. Die 
dabei scheinbar auftretende Konvergenzschwierigkeit kann man nämlich 
mit Hilfe des Schneeschen Mittelwertsatzes umgehen, wenn man den Rest 
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Ry,(o, + it) nicht durch ein unendliches Produkt definiert, sondern einfach 


als den Quotienten R,(o, + it) = Ant En 
N\0o 


wo F„(0,-+ it) wie oben das 
Anfangsprodukt bezeichnet. 

Die Überlegungen, welche dieses weitergehende Resultat liefern, sind 
von den oben angedeuteten für die Gerade o—= 1 anzuwendenden Be- 
trachtungen so wenig verschieden, daß es zwecklos wäre, den Fall o,- 1 
für sich zu behandeln; wir werden sofort den allgemeinen Fall 1 <o,<1 
ins Auge fassen und demgemäß das folgende Theorem beweisen: Die Menge 
der Werte, welche &(s)= (0 + it) bei festem o, im Intervalle 1 <0o,<. 1 
auf der vertikalen Geraden o= o, annimmt, liegt in der ganzen G-Ebene 
überall dicht. 

In $ 1 der folgenden Ausführungen schätzen wir den Rest R, mit 
Hilfe des Schneeschen Mittelwertsatzes ab. In $ 2 erinnern wir an einige 
für den Beweis wesentliche Tatsachen aus der Theorie der Diophentischen 
Approximationen. $ 3 enthält eine Untersuchung über die bei der Addition 
gewisser konvexer Kurven auftretenden geometrischen Wahrscheinlichkeiten. 
Schließlich werden wir in $ 4 zunächst auf Grund der Ergebnisse von 
$2,$3 das Anfangsprodukt F, untersuchen und sodann unter Heranziehung 
des Resultates von $ 1 den Beweis des Hauptsatzes vollenden. 


S 1. Abschätzung des Restgliedes. 
Es sei N >1 eine ganze Zahl und es werde 


Ry(s)= &(s) II (1- 


gesetzt. Die hierdurch definierte Funktion R,(s) ist in der ganzen s= 0 +il- 
Ebene regulär bis auf den Punkt s= 1 (wo sie einen Pol erster Ordnung 
mit dem Residuum n (1—7p,') besitzt). Wir beweisen über R,(s) den 
folgenden Satz: E 

Hilissatz I: Es sei o, eine feste Zahl des Intervalles L <o,<1; 
es seien ferner e und d beliebige positive Zahlen. Dann gibt es dazu ein 
ganzzahliges N,= N,(0,. &, 0) mit folgender Eigenschaft: Bei jedem festen 
NN, ist die Summe u(T) der Längen der Intervalle*) der reellen Vari- 
aa *) Daß diejenigen Punkte ti zwischen —T und + 7, für welche | Rx(, + it) —1| >: 
ist, höchstens eine endliche Anzahl von Intervallen bilden, folgt unmittelbar daraus, 


daß in der z-Ebene das dem Intervall -—T<t<-T entsprechende analytische Kurven- 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 4. 34 
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ablen t zwischen —T und +T, für die |R,(9+ it) — 11 >e sst, für jedes 
hinreichend große T, d. h. für T>T,=T,(N), kleiner ds 0.T. 

Beweis: Es wird die ganze transzendente Funktion &(s)(1—2'"*) 
in der Halbebene o >0 durch die dort konvergente Dirichleische Reihe 
1— 2°”4+.3”— 4" +... dargestellt. Ebenso ist für jedes N die ganze 
transzendente Funktion | 


Gx(8) = (Ry(s) — 1)(1— 2°) = 
durch eine für 0 >0 konvergente Dirichletsche Reihe B5 22 darstellbar; 


n=1 


dies folgt z. B. unmittelbar daraus, daß 
a) =) a) 2-2] TU-RN)-1-27) 
ist, also bis auf zwei Glieder als das Produkt einer für « > 0 konvergenten 
und einer aus nur endlich vielen Gliedern bestehenden Dirichletschen Reihe 
erscheint. Aus der Definition von @,(s) folgt sofort, daß 

(4) | [N = 0 für n < Parı: 

f 8m <2 für n > Pryı 

ist. Wir wenden auf die Funktion Er (s) den folgenden von Schnee*) her- 


rührenden Satz an: Es sei f(s)= - eine für 00 konvergente Dirichlet- 
sche Reihe; dann gilt = ee: . > 4 die En 
An 
im gm S Mor inpa= zn 


Angewandt auf die Feilbkieii f(s)=@,(s) und die Zahl o = o, ergibt dieser 
Satz die Relation 


T e @ (N) |2 
lim / 'G@y(oo+ it)”dt =-2 nn = ay(>0); 
—T 





T=o 2 
also ist für 7 > 7, = T,(N), wobei wir zweckmäßigerweise 7, > 1 annehmen, 


m 
(5.) »; Gl, +it)?dt < 3ayT. 


stück z= Ry(o + +41 (welches für o,+ 1 überall, für o,= 1 überall bis auf den 
Pol t=0 der Funktion Ry(1 +it) regulär ist) mit dem Kreise |z|=e entweder 
höchstens eine endliche Anzahl gemeinsamer Punkte haben kann, oder ganz auf diesem 
Kreise liegen muß. (Dies letztere ist übrigens nicht der Fall; denn sonst wäre für 
alle t der absolute Betrag von Ry(o, +it)—1 konstant, was z. B. mit der bekannten 
Aussage: lim sup |Ry(o, + it)| = oo nicht verträglich ist.) 


t=® 


*) Vgl. z.B. Landau: Handbuch von der Verteilung der Primzahlen, Bd. II, S. 799. 
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Wegen (4.) ist gewiß 
a4: B3 


"Pr 


20, ? 


also bei festem o, im Intervalle 4 < o,<1 
(6.) lim a,=0. 


N=o 
Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 1 <o,<1l und ,=1. 


1) Es sei L<o,<1. Dann ist auf der Geraden 0 = ©, 
11-2) >21” _1=k(o,) >0; 
also folgt aus (5.), wegen @,(s)= (R,(s)—1)(1—2'”), für T>T,=T,(N) 
SR + my-ıra <a .T. 
-T 
Aus der letzten Ungleichung ergibt sich sofort, daß für 7 >T, die Gesamt- 
länge der Intervalle zwischen — T und +7, für die |R,(, +) — 1 >e 


ist, kleiner ist als ey . Wir wählen nun, was nach (6.) möglich ıst, 


ein solches N,, daß für N>N, 

30 _ dB Mn 1)rE 

Geier, nd: ag at ETUN 
wird. Für dieses N, ist alsdann die Behauptung des Hilfssatzes offenbar 
erfüllt. 

2) Es sei ,=1. Dann müssen wir mit Rücksicht auf die Null- 

2niv (v 
log 2. 
das Verfahren ein wenig modifizieren. Wir schneiden aus der Geraden 








stellen 1+ =0,+1,+2,...) des hineingebrachten Faktors 1—2'"" 


o= 1 unendlich viele Intervalle der gleichen Länge d, aus, welche diese 
Nullstellen als Mittelpunkte haben und wobei d,= d,(d) so gewählt ist, 
daß die Gesamtlänge der zwischen — T und + T ausgeschnittenen Inter- 


Ö 
>T. 
Auf dem ganzen übrigen Teil der Geraden o=1 ist wegen der Periodizität 
von 1— 2'”* 


valle für hinreichend große T, etwa für T>1, kleiner ist als 


1-2!" >k>0, 
wo k=k(d,)=k(d) nicht von t abhängt. Nach (5.) ist für 7’>T,= T,(N) 


gr IGy(1 + it)®dt <3a,T, 
_ 7 


also erst recht 
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(7.) May + i1) Pat <3a,T, 
a" 


wobei dies letzte Integral nur über den Teil des Intervalles erstreckt wird, 
der außerhalb der ausgeschnittenen Intervalle von der Breite d, liegt. 
Aus (7.) folgt nunmehr 


Ye: IR, +i)—1?dı<- ve Er 


Hieraus ergibt sich, daß für T>T, die wre der Teilintervalle des 
letzten Integrationsweges, auf denen |R,(1+ st) — 1) > e ist, kleiner ist als 


= "-.T. Wir wählen nun, was nach (6.) möglich ist, ein solches N,, 


daß für N>N, 

3axr Öö 

Bea 
wird. Dann ist gewiß für jedes N>N, und T>T,=T,(N)>1 die Ge- 
samtlänge der Teile des Intervalles von—T bis +, für die R, (1+.1)—1>e 
ist, kleiner als 4 T + = T=0T. Damit ist der Hilfssatz vollständig be- 


wiesen. 


$2. Hilfssätze aus der Theorie der Diophantischen Approximationen. 

Wir werden in diesem Paragraphen einige im wesentlichen bekannte 
Tatsachen aus der Theorie der Diophantischen Approximationen zusammen- 
stellen, die für die weiteren Ausführungen in $ 4 ausschlaggebend sein 
werden. 

Wie schon in der Einleitung erwähnt, ist das wesentlichste Hilis- 
mittel, das wir aus dieser Theorie zu entnehmen haben, der folgende von 
Kronecker herrührende Satz: 

Es seven Ay, Ag,... Ay linear unabhängige reelle Zahlen, d. h. es be- 
stehe keine Relation c, Ay +CgAg+ ++ CyAy=0 mit rationalen nicht sämtlich 
verschwindenden c,; es seien ferner My, lg,... My beliebige reelle Zahlen. 
Dann gibt es zu jedem positiven e ein positwes ti und dazu gehörige ganze 
rationale Zahlen 91,9; --- 9m so daß die N Ungleichungen 


EA — Mu — On TE (n=1,2,...N) 
sämtlich erfüllt sind. 


Aus dem Satze folgt sofort, daß diese Ungleichungen erfüllbar sind 
durch gewisse beliebig große t, d. h. daß man i >t, annehmen darf. Zum 
Beweise braucht man nur !=t1,+r zu setzen. 
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Geometrisch sagt der Kroneckersche Satz aus, daß im N-dimen- 
sionalen Einheitswürfel @ die Menge A der Punkte P, (0 <t< x), die 
aus den Punkten (£A,,24,,...t4,) durch Reduktion der Koordinaten 
modulo 1 entstehen, überall dicht lieg. Betrachten wir zum Beispiel den 
Fall N=2, so besteht die Menge der Punkte P,, die den Werten t zwischen 
0 und 7 entsprechen, aus einer endlichen Anzahl paralleler Strecken 
(siehe Fig. 1), deren Endpunkte — abgesehen höchstens vom Endpunkte P, — 
auf den Seiten des Einheitsquadrates Q liegen, und 





A. 1 
h, 
ist. Es besagt also hier der Satz, daß es keinen 
Parallelstreifen dieser Richtung gibt, der @ durch- 
setzt und für unbegrenzt wachsendes T von diesen 
Strecken frei bleibt. 


Aus dem Kroneckerschen Satze ergibt sich 


deren Richtung durch den Quotienten gegeben 














als eine leicht zu ziehende Folgerung die für unsere Zwecke wesentliche 
Tatsache, daß die Punktmenge A aller Punkte P, im Einheitswürfel nicht 
nur überall dicht liegt, sondern auch daß sie dort „überall gleich dicht“ 
liegt, d. h. daß der folgende Satz*) gilt: 

Es seven die reellen Zahlen ,,Äg.... Ay linear unabhängig. Es sei 
ım N-dimensionalen Einheitswürfl 9: 0<n,<l(n=1,2,...N) des 
71, 9, +. Y'- Raumes ein parallel den Achsen orientierter Würfel 2: ,,<n,<nn+ d 
mit der Seitenlänge d<.1 gegeben. Es bedeute M=M(2,T) die Menge 
aller Werte t im Intervalle 0 <t<T, für die der aus (t},,tÄg,...tA,) 
durch Reduktion der Koordinaten modulo 1 entstehende Punkt P, dem Würfel (2 
angehört. Dann besteht bei jedem T 0 die Menge M aus einer endlichen 
Anzahl von Intervallen. Bezeichnet M(T) die Summe der Längen dieser 
Intervalle, so ist 


M(T) 


(8.) lım = dl", 


T=® T 


*) Herr H. Weyl hat in der Mathematischen Gesellschaft in Göttingen (Juli 1913) 
einen Beweis des Kroneckerschen Satzes mitgeteilt, der gleichzeitig die überall gleich- 
mäßige Dichte der Punktmenge A in Evidenz setzt. Bei dieser Gelegenheit wurde 
wohl zum ersten Male diese Gleichmäßigkeitseigenschaft für beliebige N explizite aus- 
gesprochen. 
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d. h. der Quotient u strebt für unendlich wachsendes T gegen den Raum- 


inhalt des Würfels 2. 

Beweis: Wir betrachten ın den folgenden Darlegungen, um die 
Ideen zu fixieren, den Fall N=2; der Beweis dieses Spezialfalles überträgt 
sich unmittelbar auf den Fall eines beliebigen N. | 

Die Tatsache, daß M(42, T) aus einer endlichen Anzahl von Inter- 
vallen besteht, ist unmittelbar einzusehen (Siehe die obige typische Fig. 1). 
Zum Beweis der Relation (8.) zeigen wir zunächst, daß für zwei gleich- 
große parallel zu den Achsen orientierte Quadrate (2, und 2,, deren Mittel- 
punkte P=P, und P”=P, erreichbar sind, d. h. der aus allen Punkten 
P, bestehenden Punktmenge A angehören, 


(9.) lim MD) _ 


Zel 
T=o M, (T) 


ilt. 
e Um im folgenden eine den Rand betreffende, im Wesen der Sache 
nicht liegende Schwierigkeit bei der Darstellung zu vermeiden, ziehen wir 
vor, die Relation (9.) nicht nur für solche Quadrate 42,, 2,, welche ganz 
dem Einheitsquadrate Q angehören, zu beweisen, sondern allgemeiner für 
ein beliebiges Paar von gleichgroßen Quadraten mit der Seitenlänge d < 1, 
deren Mittelpunkte erreichbare Punkte P, und P, in @ sind, während £2, 
und 42, selbst über den Rand von Q@ hinausragen dürfen. Hierbei ist 
natürlich ? dann als zur Menge M(42,T) gehörig zu betrachten, wenn bei 
passender, nicht notwendig zum Punkte P, im Einheitsquadrate Q führender 
Reduktion der Koordinaten modulo 1 der Punkt (t},t4,) in 2 fällt. 
Zum Beweise von (9.) bemerken wir, daß offenbar für jedes {>> k, 
wo k=k(t,,t,) eine passend zu wählende Konstante ist, der Punkt (t4,,t4,) 
dann und nur dann (nach Reduktion) in 2, fällt, wenn (nach Reduktion) 
der Punkt ((t—t, +1,)4,, (t—t,+1.)4,) in 2, fällt. Also ist für alle 7 


M,(T) —M,(T)| < const. . 
Hieraus ergibt sich (9.) unmittelbar, wenn noch berücksichtigt wird, daß 
lim M, (T) = 


T=o 


ist; diese letzte Tatsache aber folgt sofort daraus, daß einerseits, wenn für 


ein t’ der Punkt (t’A,,t’A,) nach Reduktion sehr nahe (etwa näher als * 
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am Mittelpunkte P, von (2, liegt, es dann gewiß ein Intervall mit dem 
Mittelpunkte t’ und einer nur von d, A,, 4, abhängigen Länge gibt, für das 
nach Reduktion (t4,,t4,) ebenfalls in (2, liegt, während andererseits be- 
liebig große solche ?’ existieren. 

Es ist nunmehr leicht, den obigen Satz zu beweisen. Zu diesem 
Zwecke bedecken wir das Einheitsquadrat Q zweimal mit gleichgroßen, 
parallel zu den Achsen orientierten Quadraten der Seitenlänge d<-1, deren 
Mittelpunkte sämtlich erreichbare Punkte in Q sind, und zwar das erste 
Mal so, daß diese Quadrate keine gemeinsamen Punkte haben und ganz 
in Q liegen, das zweite Mal so, daß jeder Punkt von Q mindestens einem 
dieser Quadrate angehört. — Bei der zweiten Überdeckung können gewisse 
Quadrate über den Rand von Q hinausragen. — Es bezeichne /,% die 
Anzahl der Quadrate der ersten Überdeckung, die ganz in @, bzw. ganz 
in dem gegebenen Quadrat (2 liegen, Z, 4 die Anzahl der Quadrate der 
zweiten Überdeckung, die mindestens einen Punkt von @, bzw. von 2 
enthalten (l, ZL sind also die Gesamtanzahlen der Quadrate bei der ersten, 
bzw. zweiten Überdeckung). Da — nach dem Kroneckerschen Satze — 
die erreichbaren Punkte überall dicht liegen, so können wir bei passender 
Wahl der Seitenlänge d die beiden Bedeckungen so einrichten, daß bei 
vorgegebenem & > 0 


En. A 4 Bj; 
(10.) d <= j <q | 


€ 


wird. Nun ist offenbar 


ZM(T) <MIN)<z2Mf(T), 
(4) 1) 


ZM(T)<T<EM;(T), 


( 27 
wo M, bzw. My, die zu den Quadraten der ersten bzw. zweiten Überdeckung 


gehörigen Summen der Längen der entsprechenden Intervalle für t zwischen 
0 und T sind, und in ohne weiteres verständlicher Weise die unter den 
Summenzeichen stehenden Buchstaben die Anzahl der auftretenden Sum- 
manden bedeuten. Durch Division folgt 


‚Ma(T ZM;(T) 
(11.) %) _Mmm 3; 
zw T = zw 
( 


Nunmehr strebt nach dem obigen Resultate über gleichgroße Qua- 
drate mit erreichbarem Mittelpunkte die linke, bzw. rechte Seite von (11.) 
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mit wachsendem 7 gegen bzw. ist also bei hinreichend großem T,, 


-4:? 


L’ 
d.h. für 7T>[T,, größer als 1-3: bzw. kleiner als < ty Nach 


(10.) ist daher für 7>T,=T,(e) 
®—-e.e< ur <d+e, 
womit der Satz bewiesen ist. 
Aus diesem Resultate folgt sofort allgemeiner der folgende Satz: 
Hilfssatz Il: Es se 2 ein meßbares*) Gebiet in Q und W sein 
Inhalt. Es sei ferner M(42,T) die Menge aller Werte t zwischen 0 und T, 


für die P, in 42 fällt, M(T), M(T) das äußere bzw. innere Maß**) der 


linearen Punktmenge M. Dann ist 

M(T) M(T) 

a et 

Beweis: Wir betrachten wieder den Fall N=2. Es sei also 2 
ein meßbares, dem Quadrate 9: 0<m,<1 (n=1,2) angehöriges Gebiet 
mit dem Inhalte W. Dann läßt sich zu jedem e>>0 eine Einteilung von 
Q in endlich viele gleichgroße Quadrate der Seitenlänge d derart angeben, 
daß, wenn N, die Anzahl der Quadrate bezeichnet, die ganz in 2 liegen, 
N, die Anzahl derjenigen, die mindestens einen Punkt von £2 enthalten, 
die Ungleichungen 
N®>W-s, N,® << W-+: 

erfüllt sind. Da nun aber der zu beweisende Satz für jedes Quadrat 
mM< Mm <Nmt 9 (n= 1,2) richtig ist, so folgt er jetzt sofort für (2; denn 
es ist M(T) > xM,(T), M(T)< 82 M;,(T), wobei diese Summen über die 


(N) (N3) 


N, bzw. N, obigen Quadrate der Seitenlänge d zu erstrecken sind, für die 
ja nach dem Vorangehenden M,(T)=M,(T) =M,(T) ist. Wegen 





lim M(Z)_ 9 
T=o 7 
ist also 
Bon, M(T) 
lim inf. u 2 >N®>W-s, lim sup Ei zu <N®’<W+e 


Die Begriffe: „meßbar“, „Maß“, „Inhalt“ ete. sind in dieser Arbeit überall 
im Jordanschen Sinne gemeint. Vgl. Jordan, Cours d’Analyse t. I. 
**, Es ist nicht notwendig M(7') gleich M(T), d. h. die Menge M braucht nicht 


meßbar zu sein. 
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Da aber M(T)<M(T) gilt, so folgt 
| M(T) M(T) 


wer 9 5 Die ” 
Au 7 lim rn ’ q. e. d. *) 


T=o 
$ 3. Über die Addition gewisser konvexer Kurven und zugehörige 
geometrische Wahrscheinlichkeiten. 


Bei der Untersuchung des Anfangsproduktes 


N 


Fr(%+ 3) = I (1 pn +9) 


n=1 


wird es in $ 4 zweckmäßig sein, statt F, den Logarithmus von F, zu 
betrachten, d. h. statt des obigen Produktes die Summe 


L,(o + Vi) = — 5 log (1 °*”). 
n=1 


In diesem Paragraphen studieren wir an Stelle dieser Funktion Z,(0, + it) 
der einen reellen Variablen t eine Funktion der N unabhängigen reellen 


Variablen 7],, 7, ...77„, nämlich die Summe 5 log (1 — p,”e?"""n). Mit Hilfe 


n=1 


der Theorie der Diophantischen Approximationen werden wir dann in $4 
aus den Eigenschaften dieser Funktion auf die Eigenschaften der Funk- 
tion L,(o, + it) schließen. 

Um im folgenden das Wesentliche der Betrachtung deutlicher hervor- 


treten zu lassen, ziehen wir vor, allgemeiner die: Summe 
N 


Sy(m; Na: +.+Nn3) = ZZ log (1 — r„e*""n) 


n=1 


zu untersuchen, wo N eine feste positive ganze Zahl ist und zunächst 
"1, fg, 2. Ty, ... eine beliebige Folge positiver Zahlen kleiner als 1 sind; dabei 
ist für log (1 — r„e?""n) stets der Hauptwert zu nehmen. Wir betrachten in 
der Ebene der komplexen Variablen z= S, die Menge £, aller Punkte 


*) Es sei hervorgehoben, daß der Hilfssatz II ganz unrichtig sein würde, wenn 
man statt des Jordanschen den Lebesgueschen Maßbegriff zugrunde gelegt hätte. Das 
einfachste Beispiel, um dies zu illustrieren, ist der Fall, daß 2 aus allen Punkten 
P: (0 <-t<< oo) besteht, d. h. mit der Menge A identisch ist. Diese im Jordanschen 
Sinne nicht meßbare Menge besitzt das Lebesguesche Maß Null, weil sie aus einer ab- 
zählbaren Menge von geradlinigen Strecken besteht. Die Menge M(2,T) besteht 
aber aus allen Punkten zwischen O0 und T, so daß M(T)=M(T)=M(T)=T wird: 
M(T) 


-—=1 vorhanden, aber gewiß nicht mit dem Inhalte 


es ist also der Grenzwert lim 
Null identisch. 


T=o T 


Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 4. 35 
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Sy(N,9g,...N7,), die entstehen, wenn die Variablen n,,...7„ unabhängig 
von einander die Intervalle O<n,<< 1 durchlaufen. Hierbei durchläuft 


r„e”""mn einen Kreis mit dem Mittelpunkte Null und dem Radius r,<1. 
Wenn aber eine komplexe Zahl x, einen Kreis |z,|=r,„<<1 durchläuft, 
so durchläuft log (1--z,) eine konvexe Kurve*) F,, die den Nullpunkt 
im Innern enthält; es ist somit X, einfach die Punktmenge, welche durch 
„Addition“ der N konvexen Kurven F,,f,,...f, entsteht. Wir bemerken 
zur Orientierung, daß die Punktmenge Z,, wie sich aus dieser geometrischen 
Charakterisierung unschwer folgern läßt**), entweder aus dem Innern 
(inkl. Rand) einer konvexen Kurve oder aus dem Innern (inkl. Rand) 
eines von zwei ineinander liegenden konvexen Kurven begrenzten Ringes 
besteht. Von dieser letzten Tatsache werden wir jedoch keinen Gebrauch 
zu machen haben. 

Es sei in der S,-Ebene R ein beliebiges parallel zu den Koordinaten- 
achsen orientiertes Rechteck mit dem Mittelpunkte 2; hierbei verstehen 
wir unter einem achsenparallelen Rechteck der z=u + iv-Ebene stets eine 
durch Ungleichungen der Form „ <u<w, v, <v<-v, definierte Punkt- 
menge. Wir betrachten, bei festem N, die Punktmenge 2= 2, im N- 
dimensionalen Einheitswürfel 9 (0(<m<1) des m,Ng,... 7, - Raumes, 
für die der Punkt S,(m,%7g2,...7,) dem Rechtecke R angehört; dann be- 
haupten wir: 

I) Die Punktmenge 42, ist meßbar; wir nennen ihr Maß W%”(z) 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß S, dem Rechtecke R an- 
gehört. 


*) Um die Konvexität dieser Kurve zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß 
der Winkel, den die Tangente an die Bildkurve y= log(1—x) mit der Abszissen- 
achse der y-Ebene bildet, sich monoton ändert, wenn x den Kreis 2=re'(r<1) 
im positiven Sinne durchläuft. Dieser Winkel ist aber gleich der Amplitude von 


I ay E 2 rewi— Ri und es ist also nur zu beweisen, daß die 
dp de dg —]1 c—1 

Amplitude von — sich monoton ändert; das aber folgt unmittelbar daraus, daß, 
wenn 2 den Kreis |®| =r durchläuft, Be ebenfalls einen Kreis durchläuft, und zwar 


s—1 
einen solchen, der den Nullpunkt im Innern enthält. 
**) H. Bohr, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver, Oversigt over 
Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1913. 
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II) Wenn das Rechteck R sich starr bewegt, so daß es achsen- 
parallel bleibt, dann ist W%’(z) eine stetige Funktion des Mittel- 
punktes z. 

III) Es ıst dann und nur dann W%’(z) >0, wenn im Innern von 

R eın Punkt von ZI, liegt; für alle anderen z ist WW’(z) = 0. 

IV) Zu jedem &>>0 gibt es ein d>>0, so daß für jedes z die 
Ungleichung W%”(z)<< s besteht, wenn nur der Flächeninhalt 
von R kleiner als Ö ist. 

Zum Beweise betrachten wir zunächst den Fall N=1, um dann 
durch vollständige Induktion das Resultat für beliebiges N zu erschließen. 
Im Falle N=1, wo Z, mit der konvexen Kurve F, identisch ist, besteht 
die eindimensionale Punktmenge 42, ersichtlich aus einer endlichen Anzahl 
von Intervallen, da ja die Punkte der Kurve f,, die zu R gehören, endlich 
viele (höchstens vier) zusammenhängende Stücke bilden und jedes dieser 
Stücke einem Intervall der Variablen „,, entspricht. Diese Intervalle ändern 
sich stetig bei stetiger Verschiebung von R, und die Summe ihrer Längen, 
d. h. die Zahl W%’ ıst daher eine stetige Funktion des Mittelpunktes z; 
diese Funktion ist ferner dann und nur dann größer als Null, wenn ein Punkt 
von f, ım Innern von R liegt. Schließlich ıst klar, daß für alle z beı 
hinreichend kleinem Flächeninhalt von R die Wahrscheinlichkeit WW’ 
kleiner als eine beliebig gegebene positive Größe e ist; denn, wenn der 
Flächeninhalt von R kleiner als d' ist, so ist mindestens eine der Seiten- 
längen kleiner als Yd, und es ist einleuchtend, daß die Summe der 
höchstens zwei Kurvenstücke der Kurve F,:log (1 —r,e”"”), die in einen 
Parallelstreifen der Breite VÖ fallen, und damit die Summe der ent- 
sprechenden Intervalle für n, bei hinreichend kleinem d beliebig klein 
wird. Damit sind die Behauptungen I,...IV für den Fall N=1 be- 
wiesen. 

Wir nehmen nun an, daß die Behauptungen für irgendein N 
richtig sind, und wollen sie bieraus für den Fall N +1 folgern. 

Hierzu betrachten wir wieder ein festes achsenparalleles Rechteck R 
etwa mit dem Mittelpunkte 2, und fassen die Punktmenge 2,,, im (N +1)- 
dimensionalen Einheitswürfel O0 <n7,<1 (n=1,2,...N +1) ins Auge, 
für die der Punkt S,,, (m; 2; --.N7x,1) in R fällt. Wir haben zunächst 


nachzuweisen, daß diese Menge 42,,, meßbar ist; gleichzeitig werden wir 
35* 
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einen Ausdruck für ihren Inhalt W%'*”(z,) mit Hilfe der Funktion WW”(z) 
angeben. Es sei 7,;,, ein fester Wert im Intervalle O<n,,, <1 und 
P(nx+1) die Punktmenge im N-dimensionalen Einheitswürfel 0< „<1 
(n=1,2,...N), für die S,,ı (Mm> Ne,---. 71; Yy;ı) mn R fällt. Wegen 

Sy+ı (M > Nr ++ N Nur) = Dr (Ms Nas 8) + log (l— ryrı e "n41) 
besteht 7(7,,,,) aus allen Punkten (n,,%72,...7,), für die S,(m; Mg; +. "x) 
dem aus dem gegebenen durch Verschiebung entstehenden Rechteck R mit 
dem Mittelpunkte 2, — log (1— r„;,e”"""s+1) angehört. Da nun die Be- 
hauptungen für N als richtig angenommen werden, so ist die Menge Y(7,;ı) 
meßbar und besitzt den Inhalt Wi” (2, — log (1— r,.ıe *+1)); dies gilt 
für jedes ny;ı. Wir können nun ohne Schwierigkeit zeigen, daß die Menge 
2yrı= 2yrı(%) meßbar ist, und daß ferner ihr Inhalt WW*+"”(z,) mit 
dem Integrale 


I=- [win a Ye +1) dns 
ö 


übereinstimmt, wobei das Integral jedenfalls einen Sinn hat, da ja nach 
Annahme W%’(z) eine stetige Funktion von z ist. Zum Beweise dieser 
Behauptung genügt es zu zeigen, daß, wenn A,, A, das äußere bzw. innere 
Maß von £2,,, bezeichnet, bei jedem & 0 die Ungleichungen 
(12.) A,<J+e, A, >J-—: 

bestehen; denn wegen A, > 4, folgt hieraus A, = 4;= J. 

Zum Nachweise der Richtigkeit von (12.) betrachten wir zwei mit 
R fest verbundene achsenparallele Rechtecke A, und R,, die mit R den 
Mittelpunkt gemeinsam haben und von denen R, innerhalb R liegt, wäh- 
rend Rın R, gelegen ist. Nach IV können wir offenbar R, und A, so 
nahe an R wählen, daß bei jeder Lage des Mittelpunktes z 

wR>w@—t, WO<WP+Z 

ist. Nunmehr teilen wir das Integrationsintervall O<ny},<1l so ın 
kleine Teilintervalle der Länge d, daß erstens 


(13.) J—0d. = We (2,—log (1 —ry.1e "0+1)) |< z 


ist, wobei die Summe etwa über die Anfangspunkte 7,,, der Teilintervalle 


zu erstrecken ist, und daß zweitens für jeden Punkt n,,, eines der Teil- 
intervalle (Nyxı, N, + 0) das zugehörige Rechteck R mit dem Mittel- 
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punkte 4— log(1— ;, .1e 'x+1) einerseits ganz im Innern des zum An- 
fangspunkte n,;, gehörigen Rechteckes R, verläuft, während es andererseits 
das ebenfalls zum Anfangspunkte »,., gehörige Rechteck R, ganz im Innern 
enthält. Das innere bzw. äußere Maß desjenigen Teiles von 42,,,, für 
den die Koordinate n,;, dem Intervalle (ny,ı,7J,,1 + 0) angehört, ist 
alsdann offenbar mindestens gleich d WW bzw. höchstens gleich dW’, wo 
R, bzw. R, zum Anfangspunkte n,,, gehören. Daher ist 
A>IEWD, 4,<IErWm, 

wo diese Summen über die Anfangspunkte der Teilintervalle erstreckt sind. 
Wegen WW > Wi” — 3 
A, >IEWY — 


WR < WW +5 ergibt sich also 


€ 


a € 
2° 4.<IFWW+z 


und somit auf Grund von (13.) 
A,>J-—:, A,<J+e, 
womit die Existenz von W%*"”(z,) und zu gleicher Zeit die Identität 
WE" (z,) = J bewiesen ist. 
Aus dieser Identität folgt nunmehr unmittelbar II und IV; denn 
da W%” (z) eine stetige Funktion von z ist, so gilt dies auch für das Integral 
14) WED [WR a log (1 ru4e""))dn, 


0 
und es ist, wenn für alle z2 die Ungleichung WW” (z) < 0 besteht, auch 


Wir” (z) <0. 

Schließlich folgt aus (14.) auch III, d. h. die Tatsache, daß Wi” 
dann und nur dann von Null verschieden ist, wenn im Innern von R ein 
Punkt vonZ,,, liegt. Dies ergibt sich sofort aus der Richtigkeit von III für den 
Fall N; denn es ist erstens die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß R=R(z,) einen Punkt 2=S,,,(N71, 72: .-. 7,41) im Innern enthält, die, 
daß im Innern eines der verschobenen Rechtecke R, deren Mittelpunkte auf 
dem Integrationswege 2,—log (1— r,,,e”"”")(0<n << 1) liegen (nämlich des- 
jenigen Rechteckes, dem 7= n,,, entspricht), ein Punkt von Z, enthalten 
ist (nämlich der Punkt S, (nı; 72; -.. 7y)); zweitens ist wegen der Stetigkeit 
des nirgends negativen Integranden von (14.) das Integral dann und nur 
dann Null, wenn auf dem ganzen Integrationswege Wi’ = 0 ist. 


Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz: 
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Hilfssatz III: Es se r,,r2, ...71,... eine solche unendliche Folge 
posilwer Zahlen kleiner als 1, daß 5 r„ divergvert, 5 r„ jedoch konvergiert ; 


n=1 n=1 


es seı ferner R, ein festes achsenparalleles Rechteck in der z- Ebene mit dem 
Miütelpunkte z,. Dann gibt es eine positive Zahl k= k(R,, 2), so daß von 
einem gewissen N ab, d.h. für N>N,, 
WW (2) >k 
ıst, wober die Wahrscheinlichkeit WS (2,) die oben fesitgesetzte Bedeutung hat. 
Beweis: Wie wir zunächst bemerken, folgt aus der vorausgesetzten 


Divergenz von Er,, daß das Gebiet 2, mit wachsendem N allmählich die 


n=1 


ganze Ebene überdeckt, d. h. daß es zu einem beliebig gegebenen Kreis 
ein N, gibt, sodaß für N>N, der Kreis ganz im Innern von I, verläuft*). 

Unter WE"*(z), wo MN ist, verstehen wir die Wahrschein- 
lichkeit im obigen Sinne dafür, daß der Punkt 


Sy, (Nn+1> Nnt2s +++ Nu) - 2 \0g (1-1, ler. 
dem achsenparallelen Rechtecke R mit dem Mittelpunkte 2 angehört, d. h. 
es ist W%”(z) das Maß der Menge aller Punkte des 7y;1,... Y,- Raumes 
im Einheitswürfel O<n„<1i(n=N+1,...M), für die Sy, w(Nx+ı» --- 7) 
in R liegt. Die Existenz, Stetigkeit, sowie alle übrigen oben unter I,... IV 
formulierten Eigenschaften dieser Funktion von 2 sind durch das Voran- 
gehende bewiesen. Der erste Schritt beim Beweise des Hilissatzes III 
besteht in dem Nachweise der Existenz einer von N und M unabhängigen, 
d.h. nur von der gegebenen Folge r,,r,,... abhängigen, positiven Kon- 
stanten C mit folgender Eigenschaft: Bei jeder Einteilung der z- Ebene 


in kongruente achsenparallele Rechtecke R ist die Summe 
W=2’W”, 

erstreckt über alle diejenigen Rechtecke R, die mindestens einen Punkt 

mit dem Kreise |2| <C gemeinsam haben, größer als 4. Wir betrachten 

hierzu das über den (M— N)-dimensionalen Einheitswürfel Q erstreckte 

Integral 


*) Diese, übrigens leicht direkt einzusehende Tatsache, ist ganz speziell in den 
Resultaten der in der vorhergehenden Anmerkung zitierten Arbeit über die Addition 
konvexer Kurven enthalten. 
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I-/f[ Sy, u(Nx+ı; + Yu) Pdnyyı Sr dnu 


(9) 
1 » 1 
-// ef Sy, (NN is e+** Nu) 3 Any ... Any: 
0 0 0 


lg (1 =") 2 lo 1 ne) 


Wegen 
Dunn N) = (2 


n=N+1 


> L akitt M 3 Pn g nimm 
m OR AIR m=1 ar m=1 m ) 
folgt in bekannter Weise *) 


sulid Be, 
Unuchi 
also 
J< 3 Esr<2rr > — — En- C;- 
me n=1 mel n=1 


Es folgt nunmehr leicht, daß die Zahl C = Ze 6; die obige Eigenschaft be- 
sitzt. Denn es ist die nur endlich viele von Null verschiedene Glieder 
enthaltende Summe 
Wu, 

erstreckt über alle Rechtecke der Einteilung, die keinen Punkt mit dem 
Kreise |2|< C = Y2C, gemeinsam haben, gleich dem Inhalte der Menge 2’ 
aller der Punkte (ny;1,... 7.) im Einheitswürfel, für welche S, „(Nx41,--- 7) 
irgend einem dieser letzten Rechtecke angehört, da ja die Vereinigungs- 
menge einer endlichen Anzahl von meßbaren Mengen, von denen keine zwei 
einen gemeinsamen Punkt haben, selbst meßbar ist, und einen Inhalt gleich 
der Summe der Inhalte der vereinigten Mengen besitzt. Daher ergibt sich 


G, N Nu) Pdnyzı + Any 


607 (2) 


Aus CW”<<C, folgt nunmehr wegen C*=2C,, die Relation W”’<1. 
Nun ist aber W’+ W” gleich dem Inhalte des ganzen Einheitswürfels, 
d.h. gleich 1. Es ergibt sich also 
w>ı, q. e. d. 
Es ist nunmehr leicht, den Beweis des Hilfssatzes III zu Ende zu 
führen. Es sei N,=N,(R,,2,) so gewählt, daß das Gebiet 2, den Kreis 





*) Vgl. z. B. Seite 462 der in der Anmerkung auf Seite 250 zitierten Abhandlung. 











270 Bohr-Courant, Diophantische Approximationen und Riemannsche C-Funktion. 


2 <C+D im Innern enthält, wobei D der größte Abstand eines 
Randpunktes des gegebenen Rechteckes R, mit dem Mittelpunkte 2, 
vom Nullpunkte ist, und € die eben eingeführte Konstante bedeutet; 
es sei ferner N>N,. Dann betrachten wir außer der Ebene der kom- 
plexen Variabeln z= $, noch die Ebenen der komplexen Variabeln x = S,, 
und = S,,„. In der z-Ebene liegt das gegebene Rechteck R,. Wir 
teilen die x-Ebene und y-Ebene in ein Netz von gleichgroßen Qua- 
draten der Seitenlänge ld ein, wo d eine feste Zahl kleiner als der dritte 
Teil der kleineren Seite des Rechteckes R, ist. Dann ist klar, daß es zu 
jedem dieser Quadrate 9 in der %-Ebene mindestens ein solches dieser 
Quadrate r der x-Ebene gibt, daß, wenn y ein beliebiger Punkt in p, 





on Y zZ RT 
oO 
x z, 


fr 
nJ 














Fig. 2. 
x ein beliebiger Punkt in r ist, der Punkt z=y-+z in R, liegt; mit r(p) 
bezeichnen wir ein beliebig ausgewähltes unter diesen Quadraten. 

Nun ist die Menge der Punkte (n,7g,...”7,) im Einheitswürfel 
0<nm,<1l(n=1,2,...N,), für die $S, (m,g,--.n,) In einem der Qua- 
drate x liegt, meßbar und besitzt den Inhalt W(”P; ebenso ist die Menge 
der Punkte (nx,,1, --- 7») im Einheitswürfel 0O<n,„<-l(n=N,+1,...N), 
für die Sy,v (Nn.+41> .-.7„) In einem der Quadrate 9 liegt, meßbar und 
besitzt den Inhalt WW»®; es ist daher die Menge der Punkte (n,, 72, ... 7x) 
im Einheitswürfel 0<m,<1l (n=1,2,...N), für die gleichzeitig 
Sy (ms Mg: :-- nm) mE, Syn (Mn. 79) in liegt, meßbar und besitzt den 
Inhalt WW. WW”, Hieraus folgt unmittelbar, daß der Inhalt W% (z,) 
der Menge der Punkte im N -dimensionalen Einheitswürfel 0<n,<1 
(n=1,2,...N), für die Sy(m,%g,...7,) in R, liegt, größer oder gleich 


der Summe 
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2 wen. win 
ist, wobei die Summe über die sämtlichen Quadrate 9 (und die ent- 
sprechenden r(9)) zu erstrecken ist. Um so mehr gilt diese Ungleichheits- 
beziehung, wenn die Summe nur über diejenigen Quadrate 9 erstreckt 
wird, die mindestens einen Punkt mit dem Kreise '9 <{C gemeinsam 
haben. Für ein solches y liegt aber ersichtlich das entsprechende Quadrat r 
innerhalb des festen Kreises 2 <ÜU+D, weil für jedes x in x und y 
in 9 der Punkt z=r-+y in R, liegt. Da nun jedes der endlich vielen, 
im Kreise x) <C + D liegenden Rechtecke r einen Punkt von X,, im 
Inneren enthält (sogar in X, liegt), so ist nach III, Seite 265, jede der 
zugehörigen Wahrscheinlichkeiten W{“» positiv; daher gibt es eine (von N 
natürlich unabhängige) positive Konstante k, sodaß für alle diese r die Un- 
gleichung W‘"» > 2% besteht. Aus der obigen Ungleichheitsbeziehung folgt 
also a fortiori, daß für alle N>N, 

WE) > 2k ZWW.® 
ist, wo die Summe über alle 9 zu erstrecken ist, die mindestens einen 


Punkt mit dem Kreise 9 << C gemeinsam haben. Diese letzte Summe aber 
ist nach dem Obigen größer als 4. Also ergibt sich schließlich für N>N, 


We) (2) >k, g. e.d. 


S4. Beweis des Hauptsatzes. 


Hauptsatz: Es ser o, eine Zahl des Intervalles 1 <0,<1; dann 
liegen die Werte, die S(s) auf der Geraden o= 0, annimmt, in der ganzen 
C-Ebene überall dicht; d. h. es gibt zu jedem beliebigen komplexen a und 
jedem positiven & ein = to (0,, a, €), sodaß 

(+ ih) —a <e 
ist. 

Beweis: Wir nehmen, was offenbar erlaubt ist, «+0 und ver- 
stehen im folgenden unter loga einen beliebigen, fest gewählten Wert des 


Logarithmus von a. Es sei N eine positive ganze Zahl. über die wir nachher 
N 
verfügen werden. Wir setzen, wie in $1, R,(s) =£(s) Ip), d. h. 
N 
(6) = (1 pr)" Rule); 
sodann wählen wir ein positives &, = e, (&,a) so, daß aus den Ungleichungen 


z—-al<e, y—l<e 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 4. 36 
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die Ungleichung 

ay—a <e 
folgt, und bestimmen danach :, >0 so, daß wenn für einen der Werte 
von log 

loge—loga <s, 

ist, hieraus 

z—al<$ 
folgt. Es ist daher der Satz bewiesen, wenn es gelingt, N und f, so zu 
RE . die beiden Ungleichungen 


(15.) — log ı 1 1-9” —loga << |Ry(o+it)--1< a 
N 
ME bestehen; hierbei wollen wir unter log /7 (1 — p2°*") die Summe 
n=1 
der Hauptwerte der Logarithmen der Faktoren (1 — p,”“) verstehen. 
Führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung 
u u A=— 4 ; 


Sy (0.+ it) = & log(1 m" )=2 x log (1 7,e®"t 
n=1 


ein, so nimmt die erste der beiden zu kein Ungleichungen (15.) 


die Form 
Sy(0, + v6) + loga << 
an. 
Wir betrachten zugleich mit der Funktion S,(o,-+ it) der einen 


reellen Variabeln ? die Funktion der N a au Variabeln n,, 7, -.- 7x 


(16.) Sy(m. Na... N) = Z log (1— rem), 


Es sei R, ein festes, achsenparalleles Rechteck in der z-Ebene, das ganz 
im Kreise |2+ loga| << ugs Wegen 1<o,<l, r„= p,” ist die Reihe 


P> r„ divergent, die Reihe 53 r„ konvergent, ferner 0<r,<-1 für alle n. 


n=1 


Wir können daher auf die durch (16.) definierte Funktion S, (n,, ns, --- 7) 
den Hilfssatz III aus $3 anwenden. Dieser lehrt die Existenz eines solchen 
positiven k= k(R,,r,, tr Y3, -..) = k(a, e, o,) und ganzzahligen N,=N, (a, &, 0,), 
daß für alle N>N, die Wahrscheinlichkeit W%? dafür, daß der Zahl- 
punkt Sy (7, Ns ...77„) dem Rechtecke R, angehört, größer als k ist; hierbei 
bedeutet, wie wir erinnern wollen, die Wahrscheinlichkeit W%? den Inhalt 
der meßbaren Menge 2 aller Punkte (n,, 72, ...7,) im Einheitswürfel 
0<n,„<1l(n=1,2,...N), für die Sy (m, ...n,) in R, liegt. 
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Wir kehren nunmehr zur Funktion S,(o,+ tt) zurück. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß der Punkt 2= 8,(0, + ?t) 
dem Rechtecke R, angehört, ist, wie aus der Definition von 42 unmittelbar 
folgt, die, daß der Punkt (tA,,tA,,...t24,) im N-dimensionalen Raum nach 
Reduktion der Koordinaten modulo 1 zur Punktmenge 2 gehört. 

Nun sind aber wegen des Satzes von der eindeutigen Zerlegbarkeit einer 


positiven ganzen Zahl in Primfaktoren die Zahlen /, = — ne (n=1,2,...N) 


linear unabhängig, und wir können daher den Hilfssatz II über Diophant- 
ische Approximationen auf unsere Zahlen A,4,...4, und die Punkt- 
menge (2 anwenden. Es bezeichne wie dort M= M(T)=M“’(T) die 
Menge der Werte der Variabeln 2 zwischen 0 und T, für die der Punkt 
(ti, täg,...2/y) nach Reduktion der Koordinaten modulo 1 zu 42 gehört. 
Nun ist aber hier zu gleicher Zeit M(T) die Menge der Werte der Vari- 
abeln it zwischen O0 und T, für die der Punkt z= $,(0,+ it) in R, fällt; 
daher besteht die Menge M(T) aus einer endlichen Anzahl von Inter- 
vallen*), ist also meßbar und besitzt als Maß M(T)= M'”(T) die Summe 
der Längen dieser Intervalle. Es strebt daher nach Hilfssatz II der 


(N) 
Quotient u > 


baren Punktmenge 2 ist; d.h. es gilt 


(N) 2 
in U) _ won, 
T=» 3 . 


Durch Verbindung dieses Resultates mit dem aus Hilfssatz III entnommenen 


gegen einen Grenzwert, der gleich dem Inhalte der meß- 


Ergebnisse 
We >k (für N>N,) 
erhalten wir also schließlich die Relation 


(17.) im 9% (für n>N,). 
To 


Wir gehen nun zur Betrachtung des Restgliedes R,(0, + vt) über. 
Durch Anwendung des Hilfssatzes I aus $ 1 auf R,(%,-+it) und die 


Zahlen e= &, d= _ schließen wir auf die Existenz eines festen N, das 


2 


wir größer als N, annehmen dürfen, mit folgender Eigenschaft: Die aus 
einer endlichen Anzahl von Intervallen bestehende Menge m(T) aller Werte 


*) Dies beweist man fast wörtlich wie die entsprechende Tatsache in An- 
merkung *) auf Seite 255; übrigens ist die Tatsache, daß M(T') meßbar ist, nicht wesent- 
lich für die folgende Schlußweise; wir könnten ebenso mit dem inneren Maß M(T) 
operieren. 


t 


36* 
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der Variabeln 2 zwischen —T und T, für die |R,(, +) — 1] > e, ist, 
besitzt einen Inhalt «(T), der für alle hinreichend großen T, d.h. für 
T>T, kleiner ist als . T. Dann ist gewiß auch der Inhalt «*(T) 
der Teilmenge m*(T) derjenigen Punkte von m(T), für die 2>0 ist, 


kleiner als ku gl 


2 
Wir wählen nunmehr eine solche Zahl 7 > T,, daß 
MT) __ k 


wird, was nach (17.) wegen N > N, gewiß möglich ist. Für die so be- 
stimmten Werte von N und T gilt alsdann gleichzeitig 


MAN>ST, WIN<ZT. 


Daher gibt es mindestens einen Wert 2, zwischen 0 und 7), der zur Menge 
MT) gehört, nicht aber zur Menge m*(T). Für diesen Wert 4, 
folgt also 
Sl + ih) +loga <e, Rat ibü)— 1 <a, 
mithin nach den über &, und &, getroffenen Festsetzungen 
o,+ih)—a <e 
Damit ist der Beweis des Hauptsatzes vollendet. 
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Bedingungen für die Lösung des Fermatschen 
Problems y’= «ax +4a,X+6a,n’+4a,Xc+a,. 


Von Herrn E. Haenizschel in Berlin. 


Eine Reihe von Aufgaben der ebenen und körperlichen Geometrie 
führt dazu, die Beantwortung der Frage zu fordern, welche rationalen 
Zahlen genügen der Gleichung 

(I.) yY= 9X +4a,0° + 6a, + 4a,C + a, 
wenn auch die Koeffizienten a,,a,,...«a, rational sind. Vornehmlich in 
dem Falle, daß entweder a, oder a, Quadratzahlen sind, haben sich Fermat 
(Briefwechsel mit Jacques de Billy, Bd. III seiner Werke, herausgegeben 
von Henry und Tannery, 1896), Euler (Anleitung zur Algebra, 2. Teil, 
2. Abschnitt, Kap. 8 und 9), Kummer (dieses Journ. Bd. 37), Schwering 
(dieses Journ. Bd. 115) und viele andere Mathematiker mit dem Problem 
beschäftigt. Über Zulers ‚„‚methodus nova et facilis formulas cubicas 
et biquadraticas ad quadratum reducendi‘“ (Commentat. arithm. collectae, 
Bd. II. Petersburg 1849) urteilt P. Bachmann in seiner ‚„‚Additiven Zahlen- 
theorie“ (2. Bd. S. 449. Teubner 1910) so: ‚Wenngleich nun diese Me- 
thoden ausreichen, um aus einer Lösung der Aufgabe noch andere zu 
finden, so leuchtet doch ein, daß damit die Aufgabe bei weitem nicht 
erledigt ist. Hierzu fehlt es einerseits an dem Nachweise, wie jederzeit 
eine Lösung gefunden werden könne, andererseits an einer Methode, um 
aus dieser oder anderen fundamentalen Lösungen sämtliche übrigen zu er- 
halten, und bis zur Zeit sind diese Teile der Aufgabe noch völlig ungelöst 
geblieben.“ 
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Vielleicht sind die folgenden Zeilen geeignet, einiges zur Aufhellung 
der Schwierigkeiten beizutragen, die sich der Lösung des Problems, auch 
in seinem allgemeinsten Falle entgegenstellen. 

Wir müssen drei Fälle unterscheiden. 


$ 1. Erster Fall. 


Der auf der rechten Seite von (I.) stehende biquadratische Aus- 
druck möge gleich Null gesetzt eine Gleichung mit den Wurzeln z,, %, %s, %; 
ergeben, von denen mindestens eine, nämlich x,, rational ist. Wir setzen 


(1.) f(2)= a0’ + 4a,2°+ 60,0” + 40,04 4 = 4 (CT) (C— %)(C— RX) (C— 25); 


(3.) (; = AyAzA, + 2a, A,dz — ya — a7, — 3; 
HF (&0) 4 (&) 1 (a) 

a ! 0 1 de u 07 ] „#1: oe wo en m, 
(4.) ec, = a, tr (20), & = Li +37 (29), &= Ka — +3 (2o)- 
Es ıst 
(5.) ee +. +&,=0, 2=d—-66% = — 0 = &— &6,, ” = 6, 626a: 
Wir machen in (I.) die Substitution 

| ee 


sie ist aus der Weierstraßschen Behandlung des elliptischen Integrals erster 
Gattung, um es auf die Weierstraßsche Normalform eines solchen zu bringen, 
genügend bekannt. 

Alsdann geht hervor: 


= Pad 
(Br) IA ” 


(II.) v”—= 48° — 0,5 — Q;- 
Die vorgelegte Aufgabe (I.) ist jetzt auf die einfachere (II.) zurückgeführt, 
rationale Zahlen s anzugeben, denen vermöge von (II.) rationale Zahlen v 
entsprechen. 
Wir schreiben 


(11.) v4 — 15 — 9; = 4ls — e)(8s — 6) (Ss — 6%). 
Euler hat sich in seiner ‚Anleitung zur Algebra‘ (2. Teil, 2. Abschnitt, 
Kap. 14, Nr. 223-230) die Aufgabe gestellt: ‚Zu drei gegebenen Zahlen: 
— &,— &,— e, eine solche Zahl s zu finden, die zu jeder derselben addiert, 
ein Quadrat hervorbringt.‘“ Es müssen demnach (s— e,), weiter (s— &,), 
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endlich (s— e,;) Quadrate sein; folglich ist auch ihr Produkt ein Quadrat. 


Wird dies mit , 


wir s mit der Weierstraßschen Funktion g@(uw), so hat Euler sich die Auf- 


. bezeichnet, so erhalten wir Gleichung (II.). Identifizieren 


gabe gestellt, solche Größen @(w) zu ermitteln, für welche die zugehörige 


Funktion v» = en = 9’(u) ebenfalls rational ist. 
Euler setzt, um das Problem zu lösen, 
(6.) s—e&= E a —-&= a2, a —&%,=bz, 
alsdann ist 
(7.) s-—g= n +a2 = u ‚89-6, = z +b=# a 


Nun formuliert Euler die Aufgabe in Nr. 225 so: ‚Wenn a und 5b ge- 
gebene Zahlen sind, die Zahl z zu finden, so daß sich die beiden Formeln 
p®+ azgq” und p°+bzg” zu Quadraten machen lassen, und zugleich die 
kleinsten Werte für p und g zu bestimmen.‘ 

Ohne an dieser Aufgabe etwas zu ändern, können wir die Aus- 


gangsgleichung (II.) auch so schreiben : 
(11°.) ”—= 4(s— e,2) (s — @2)(s — e2); 


weiter 


(6*.) a | ne A ’ 6,2 —- &?=(42, e6,2 —- &2= bz. 


(?.) s-&2= (P+az): 9; (s—-g2)=- (P+bzQ):F. 
Offenbar haben wir die ursprüngliche Forderung weiter gefaßt. Es ist 
nicht nötig, daß die drei Zahlen e,, e, e, selbst gegeben sind; es braucht 
nur ihr Verhältnis bekannt zu sein. Den Proportionalitätsfaktor z findet 
Euler nach einer längeren Entwickelung: 


EL. ni ea äne / A © 
(8) ?z= 4wy(w+ ay)(w + by), 


„wo die Zahlen w und % nach Belieben genommen werden können, und 
alsdann findet man zuerst g°, indem dafür das größte Quadrat genommen 
wird, das in der rechten Seite enthalten ist, woraus sich dann z ergibt“. 
Weiter zeigt Euler, daß 
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p+a2zg’= (w*+2awy+ aby?)’, p°+ b2zg’= (w+2bwy + aby?)*, 
2 
(9) IP = u? — aby’, s= r + &ı2, 


u de —abyy- ir Bang + ab + Zug + ab? 
Mr ; + ab 


Da die Gleichung (1.) eine rationale Wurzel haben sollte, so ist sie 
durch Quadratwurzeln auflösbar. Dies ist jedoch nur dann der Fall, 
wenn ihre Resolvente eine rationale Wurzel hat (vgl. Enzyklopädie der 
Math. Wissenschaften, Bd. I, 1. Teil, S. 517, 1898—1904). Diese Resol- 
vente ist 

(10.) 45° — 98 — 9, = 4(s — &)(8 —- &)(s— &) = 0. 
Demnach muß mindestens e, rational sein. Euler hat offenbar bei den 
Zahlen e,.e,e, nur an rationale Zahlen gedacht; die Kapitel 226—230 
mit ihren Beispielen sind ein Beweis dafür. 

Für diesen Fall habe ich die glückliche Verquickung der besprochenen 
Eulerschen Aufgabe mit der Weierstraßschen Theorie der elliptischen Funk- 
tionen an einem Beispiel gezeigt, das ich unter dem Titel: Rationale 
Tetraeder mit kongruenten Seiten‘ in den Sitzungsberichten der Berliner 
Mathem. Gesellschaft, 12. Jahrgang, 1913, veröffentlicht habe. 

Durch passende Wahl von w und % findet man g°, indem zugleich 
die Forderung z= 1 gestellt wird. Jetzt erhält man p und hierauf s. 
Dieses s wird mit @(2«) identifiziert und hieraus durch Auflösen der 


Gleichung 4. Grades 





Ist. 


1l. ze — —— 
ae 40° — gr — 9; 


(vgl. Haentzschel, Über eine von Hermite herrührende Substitution usw., 
dieses Journ. Bd. 135, S. 79—80; 1908) 


= pUu %=plu+ w); = plu+ wo) ,=plu+ w+ w) 
hergeleitet. Diese Werte haben auch die Eigenschaft, in (II.) eingesetzt 


diese Gleichung zu erfüllen, ohne daß (2, — e,) bzw. (x; — &) bzw. (x, — &;) 
jedes einzeln für sich Quadrate sind; gerade solche werden aber in (II.) 
verlangt. Es mögen 

(12.) s= 94, s= &=pl(w), s=0,= 9(w’) 


primitive oder grundlegende Lösungen im Sinne Fermats sein, d. h. Lösungen 
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in möglichst kleinen Zahlen, so kann man aus ihnen mit Hilfe des Addi- 
tionstheorems @(w + v) der Funktion Y(w) die folgenden vier unendlich- 
langen Fermatschen Ketten von Lösungen der Gleichung (II.) herleiten: 
Pu, P2u,, P3u,, P4u, Pu, :..; 

P(u, + w), p(2u, + w), 9(3u, + w), p(4u, + w), P(5u + w),.. 
Pu, + w), 9(2u, + w), 9(3w+ w),...; 

Pu, +w+ w), (2w+w+ vw) pw +w+w),.... 

Zu jedem Werte gehört das zugehörige v. Sie müssen in (A,.) und (B..) 


(13.) 





eingesetzt werden, um das gesuchte rationale Zahlenpaar (x, y) zu erhalten. 
Gesetzt, es gäbe noch eine vierte primitive Lösung: 
(14.) s=p(W), 
so knüpfen sich an sie vier weitere unendlichlange Fermatsche Ketten: 
(Pur. P2u,, @3u, ...; (u; + w), 
Ipy(w+w’), ...; p(w+ w+ w), 
Durch fernere Anwendung des Additionstheorems @(u + v) kann 


(15.) 


man jetzt unendlich viele neue Fermatsche Ketten entwickeln: 

ou FE%) plu 32%) PluF+3Wu)....; Pu Ew+w), Hu +2w,+Ww),...: 
0(2u, +%), P(2u, +2u,), 9(2u, + 3u)....; 9(2u, Ew+w), 9(2u, E2w+W),...; 
(16.) PRESSE ERE ERS BR B.  eeae e n ene 


Ba a a ze Tr Br Te ee. u EEE BR BE PP EEE ME DER BB. BB RE A III Er TB EEE RR ee ES 


5 Us. en Spar Pe et - ta MEERE PETE DEI EEE A A Pi. 5 ar 





Die Zahl der Lösungen (z,y) von (l.) wächst demnach ins Unbegrenzte. 
In der Studie ‚„Rationale Tetraeder mit kongruenten Seiten‘‘ habe ich einen 
solchen Fall gegeben. 

Für sehr viele Fälle trıfft das hier aus der Theorie entwickelte 
Bild zu. Aber es gibt auch Beispiele, bei denen es nur gelingt, die drei 
in (12.) gegebenen primitiven Lösungen zu ermitteln; dann verbleibt es 
bei den vier in (13.) gegebenen Ketten. Endlich können diese vier Ketten 
auf wenige Glieder zusammenschrumpfen, d. h. man ist auf wenige Lösungen 
beschränkt. Ein solches Beispiel ist das folgende. Eine vorgelegte 
Gleichung (I.) gebe durch die Substitution \ A,.) die Gleichung (II.): 


51361  , 6826609 _ ,/, - j 23 
2 4,5. DIS0l . er 
(17.) v"= 48 12 9 + 216 2 4\5- 15): 65 + 2 
Wir nehmen 
337 4 43 


81 
e, = EDE = 19 Sue; & „b=a m 64. 
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so ist =, —&,= 
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Demnach ist 


Wir setzen 
w= 144, y=4 und erhalten 
2 
= 1; = 1204 p- 12 -.4-.0=0; s- Zta=a- ii 


daher v=0. 
In dem System (12.) der primitiven Lösungen fallen demnach hier 


zwei derselben zusammen. Setzen wir job an auf Grund der Formel (11.): 
( 22 51361 6826 609 




















337 8 + 108 
Eu 51361 6826609 ° 
ET RR 
so hat diese Gleichung die Doppelwurzeln 
769 95 
D=u- 7935 Tr Zn 
Und in der Tat A 
7169 769 337 109 — 225 144 . 
-4( — =)(=3 5.) =4.7.:7 + 100= 900° 
Weiter ist 
95 94 95 337 4 #1 
ur EIER. ni ; 1 (Ser . 2 
"-1--DC nm went wm) 


Da in v*= 900° jeder Faktor ein Kal Ge so id man noch einen 


Schritt rückwärts tun und ansetzen: 
(„u „. 51361 3° _ 6826609 








769 _ WERE 
12 51361 „, 6826609 
12 216 
Diese Gleichung hat die Wurzeln 
769 15 15 
= 75 +5'6+6-10+10.5; 
2929 311 ‚ 49 
ae TE ET pum+tw) = pplu +), 
409 ’ 
nn - purer) 
Hieraus folgt nun 9 (2u,) = u und pau)= "N = p(w)=e, Daher ist 


Man kann also die folgende Tabelle aufstellen: 
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/w\ 2929 w 3 49 337 
v )- 7: (3) = ” »(, w)= 75; SagöR, M 
a I) 
„(5 +0 o)-— =; ; o(2 +w)=—.. ; (4 o+0')=", ; (wo -+ w’)= a; 
3 == 7 2929 Ä 
(7 o)=: 9 r w)= (5 o) = 12 ; p(20)=X; 

5 409 3 9 7 ‚ >ll , 431 
(7 w-+ w’ - 5 #2 w-+ Er 193 P(„u+o/)=— 15; plw = — 19° 
Neue Zahlenwerte erscheinen nicht mehr; es ist demnach zwecklos, die 
Tabelle fortzusetzen. Ob (17.) ncch eine dritte primitive Lösung hat, ist 
eine offene Frage. 

Zum Schluß müssen wir noch des Falles Erwähnung tun, der eben- 
falls durch die Eulersche Methode bemeistert werden kann, wenn nämlich 
nur e, reell, hingegen e, und e, konjugiert-komplex sind. Ein Beispiel hierfür 
habe ich in der Studie: ‚‚Zuler und die Weierstraßsche Theorie der elliptischen 
Funktionen“ gegeben (Jahresber. d. Deutsch. Math. - Vereinig. 22, 1913.); 
ich habe dort gezeigt, wie man aus drei primitiven reellen Lösungen un- 


endlich viele neue Lösungen herleiten kann, die sich ebenfalls als Fermatsche 
Ketten anordnen lassen. 


$ 2. Zweiter Fall. 
In Gleichung (I.) sei der Koeffizient a, eine Quadratzahl. Sollte o, 
eine solche Zahl sein, so ersetze man x in (I.) durch A, so wird wieder 


der Koeffizient der höchsten Potenz diese Eigenschaft haben. 

Man bilde auf Grund der Formeln (2.) und (3.) des $ 1 g, und g;; 
hierauf versuche man die Gleichung (II.) zu lösen, so wie es in $1 ge- 
schildert worden ist. Jetzt kann aber zu den beiden besprochenen Fällen 
ein neuer Fall hinzutreten, wenn nämlich keine der Größen e, rational ist. 
Dann muß man eine primitive Lösung zu erraten suchen. Mehrere hierher 
gehörige, von Fermat in seinem Briefwechsel mit Jacques de Büly be- 
handelte Beispiele habe ich nach dieser neuen Euler - Weierstraßschen 
Methode mit Erfolg bearbeitet; ihre Veröffentlichung soll an anderer Stelle 
geschehen. Gesetzt, man ist in den Besitz von sehr vielen Wertepaaren 
(s, +v) gelangt, die der Gleichung (1l.) genügen, so geben die von 
Weierstraß aufgestellten Formeln: 


+/%: v+ 205 + ml —Aıl, 
(A,.) er 2a? —a,4,)—2ays 








37° 
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(B,.) + Vay-y= 25 — (9 + 24,%+ 0). 
die Lösung der gestellten Aufgabe (I... Im besondern ist 
u TE a 
Ay u 


$ 3. Dritter Fall. 


a, bzw. a, seien beliebige Zahlen; von den in $ 1 genannten Wurzeln 
sei keine einzige eine rationale Zahl. 

Man bilde 9, und g, und versuche die Gleichung (II.) zu lösen. 
Diese Auigabe muß zuerst erledigt werden; sie erscheint als die erste Be- 
dingung für die Lösung der Aufgabe (I.). 

Nunmehr geben die beiden Weierstraßschen Formeln: 


. + Yov +3) Ft ()) + FT Re) 
u) Ba a  ° 


(B,.) + y= 25(8 — 2%)” — (%) —$F (2) (®— 2%) — 5” (2) 0) 
die vollständige Lösung der Aufgabe (I.). Sie setzen als zweite Bedingung 
voraus, daß es gelingt, auf irgend einem Wege in den Besitz einer An- 
fangslösung (2,. + Y,) zu gelangen. Diese Weierstraßschen Formeln sind be- 
kanntlich zu einem ganz anderen Zwecke hergeleitet worden (vgl. Haentzschel, 
Über die Reduktion des elliptischen Integrals erster Gattung auf die 
Weierstraßsche Normalform mit Hilfe einer Hermiteschen Substitution. 
Archiv d. Mathem. (3.) 1, $. 118—123, 1901), sie geben uns daher keine 
Begründung für die Notwendigkeit der ersten und zweiten Bedingung. 
Diese wird vielmehr durch den folgenden Gedankengang vermittelt, der 
zugleich den Weg genau angibt. auf dem man zu einer Anfangslösung ge- 
langen kann. 

Wir nehmen mit Gleichung (1.) die T'schernhausen-Transfoımatıon vor: 

%ot— (4%, +3,05 +34;% + 4,) 
E+(a,23 +3a,23 + 3a,%, + A) 
wobei wir unter it eine neue Variable, unter «, eine noch näher zu be- 
stimmende rationale Zahl verstehen. Die Kovariante 4. Grades der biqua- 





(19.) = 





’ 


dratischen Form 

a,% + 4a,” + 60,2” + 4a,c ta, 
wollen wir mit C,,(z), diejenige 6. Grades mit C,,(x) bezeichnen. Das 
Resultat der in (19.) angegebenen Substitution ist: 


(20.) Y= ya tt +604,4(&)1? + 404,6 (0)t + (9 y4— 305, 4(%o))} 





[+ (a,03 +3a,22 + 3,2 + Qz)]* 
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Ist daher (z,, + y,) eine Lösung der Gleichung (I.), eine sog. Anfangs- 
lösung, so zeigt (20.), wie wir den vorliegenden dritten Fall auf den zweiten 
zurückführen können, da es sich bloß noch um die Lösung der Aufgabe 
(21.) Y”=t+60,,() +40, (R)t + (92% — 3054 (To) ) 

handelt, die als erledigt angesehen werden darf. 

Alles hängt demnach davon ab, die Zahl z, zu erhalten. Nach 
Cayley genügen die Koeffizienten der rechten Seite von (21.) der Gleichung: 
(22.) G(0)= —- 40,0) + EC) - FR); 

= — 4(C, (20) + 1 flzo)) (O4) + esf(%)) (Or, 4(Ro) + esflzo)). 

Sei s eine Lösung von (II.), so setze man 


C;,4(&0) 
(23.) EEE | "< 
in welcher Gleichung x, die einzige Unbekannte ist. Über ihre Auflösung 
haben wir in diesem Journal, Bd. 135, S. 75—80, das Notwendige beige- 
bracht. (Über eine von Hermite herrührende Substitution usw.) Man hat 
also in (23.) so lange die vorher charakterisierten Zahlen s einzuführen 
und die jedesmal entstehende Gleichung 4. Grades zu lösen, bis es gelingt, 
eine Gleichung zu erhalten, die wenigstens eine rationale Wurzel x, be- 
sitzt. In einigen von mir durchgerechneten Fällen gestaltete sich das 
Ergebnis so, daß man von der Gleichung 4. Grades (23.) den Faktor 
(2,—2%,) abspalten konnte, daß dann aber eine Gleichung 3. Grades 
übrig blieb, die keine weitere rationale Wurzel besaß. Führen wir jetzt 
(23.) in (22.) ein, so folgt: 
C4,6(%0) = 4 (70) (8 — &) (8 — &)(5 — 6) 
= (0) v 
oder 


(24. ) f (2) = 


Ist demnach (II.) gelöst, so ist die rechte Seite von (24.) ein Quadrat, 
was nur möglich ist, wenn auch /(x,) ein Quadrat ist. Demnach ist 
%= + Yf(z,) eine rationale Zahl, und die Anfangslösung (x, + yo) ist ge- 
funden. Die Lösung des Fermatschen Problems (II.) und der Gleichung (23.), 
die eine rationale Wurzel haben muß, sind demnach notwendige Bedingungen 
für die Lösung des durch (I.) dargestellten Fermatschen Problems in 
seinem allgemeinsten Falle. 











Über Differentialungleichungen. 


Von Herrn P. Bohl in Riga. 





Die Untersuchungen der theoretischen Mechanik stützen sich auf 
gewisse durch Erfahrung, Überlegung und Vermutung gewonnene Aussagen, 
die jedoch nicht Anspruch auf Genauigkeit erheben, sondern einen Nähe- 
rungscharakter tragen. Einerseits ergibt sich demgemäß die Aufgabe, auf 
Grund der vorliegenden Daten den betrachteten Bewegungsvorgang zu 
untersuchen, andererseits ist die Beurteilung derjenigen Abweichungen 
unerläßlich, welche in den gewonnenen Resultaten infolge der erwähnten 
Ungenauigkeit zu erwarten sind. Die zuerst genannte Aufgabe wird ın 
der Regel*) mit der Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen in Ver- 
bindung gebracht. Diese Lösung geschieht nur ausnahmsweise durch 
Integration ‚in endlicher Form“. Meist ist man auf Näherungsverfahren 
angewiesen, von denen wir die „Methode der sukzessiven Approximationen“ 
besonders erwähnen. Was die an zweiter Stelle genannte Aufgabe betrifft, 
so wird man häufig, obgleich keineswegs immer, geneigt sein, dem Nähe- 
rungscharakter der vorliegenden Daten dadurch Rechnung zu tragen, daß 
man die Differentialgleichungen durch Summanden ergänzt, welche nur 
der Bedingung unterworfen sind, absolut nicht größer als gewisse Kon- 
stanten zu werden. In diesem Falle ist es natürlich, nicht von Difte- 
rentialgleichungen, sondern von Differentialungleichungen zu reden **). 


*) Wir haben hier nicht die Mechanik der deformierbaren Körper im Auge. 

**, Es würde natürlich naheliegen, die Stabrlitätsverhältnisse als den Gegenstand 
der im folgenden mitgeteilten Untersuchungen zu bezeichnen. Ich konnte mich jedoch 
nicht entschließen, eine entsprechende neue Definition der Stabilität einzuführen, da 
die vorhandenen Definitionen wohl schon zu verschiedenartig sind. 
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Beschränkt man sich auf ein von vornherein gegebenes endliches 
Zeitintervall, so besitzt die Analysis bereits Methoden, um die genannten 
Fragen in Fällen von beträchtlicher Allgemeinheit zu untersuchen. Es ist 
aber von Interesse, Klassen von Differentialungleichungen resp. Differential- 
gleichungen zu finden, bei welchen die erwähnte Beschränkung vermieden 
werden kann, so daß auch zeitlich wenigstens einseitig unbegrenzte Be- 
wegungsformen der Betrachtung unterliegen. 

Wir gehen von folgenden Differentialungleichungen aus 


dir; =— 
(«.) | 7 — X <e. (i=1,2,...n) 
| | 
Hierbei ist «e eine Konstante, die X, sind Funktionen von z,,x,,... 24” " 


(m=1,2,...n) und t. Die Angaben bezüglich der Gebiete, für welche die 
X, definiert sind, bezüglich der Stetigkeitseigenschaften, der Existenz von 
Differentialquotienten usw. unterdrücken wir hier, wo es sich nur um eine 
vorläufige Orientierung über die Resultate handelt. Wir verweisen in 
dieser Beziehung auf das Folgende. 

Außerdem sollen die Differentialglechungen 


din, 
(P.) | 


nA X, —( (i=1,2,...n) 
4‘ 
gebildet werden. 

Es mögen nun für ein gewisses mit irgendeinem {-Wert beginnendes 
zusammenhängendes i{-Intervall T eine Lösung von («.) und eine Lösung von 
(?.) vorliegen, wobei die z,,, &,,, ... 2,” Br (m= 1,2,...n) der beiden Lösungen 
für den Anfangswert zusammenfallen. Im übrigen sollen diese Größen für 
die Lösung von « mit z,,z/, usw., für die Lösung von (/.) mit x, 7, usw. 
bezeichnet werden. 

Es gibt nun Klassen von Differentialgleichungen der oben genannten 
Art, bei welchen unter den eben erwähnten Annahmen im ganzen Intervall T 

(Y.) Im — Im ke (m=1,2,...n) 
güt, falls e —e ist. Hierbei bedeuten e 0 und k den Differentialgleichungen 
(?.) zugeordnete Größen*). 

Das wesentlichste Ergebnis dieser Arbeit besteht nun in folgendem 


Theorem: Damit das eben genannte Verhalten eintrete, ist notwendig und 


*) Diese Größen sind demnach sowohl von der besonderen Wahl der eben 
eenannten Lösungen als auch von 7 unabhängig. 
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hinreichend, daß der Index der Differentialgleichungen (3.) einen positiven Wert 
hat. Unter Index verstehen wir eine gewisse den Differentialgleichungen (/.) 
eigentümliche Zahl, deren Definition später angegeben wird. 

Indem wir nun einen positiven Index der Differentialgleichungen (.) 
voraussetzen, wollen wir Lösungen von («.) und (f.) in derselben Weise wie 
bisher vergleichen, jedoch wollen wir die Annahme, daß die x,, &ı;--- m 
(m=1,2,...n) für den Anfangswert v.n t bei beiden Lösungen die gleichen 
sind, fallen lassen. Der Index 0 möge im folgenden auf den Anfangswert 
von t hindeuten, während im übrigen die Bezeichnungen dem Vorhergehenden 


entsprechen. Sind dann 


— —— | = — | | u F | ce u —ı 
| Do — I | > u — ao + | Como | (m=1,2,...n) 


und s nicht größer als gewisse den Differentialgleichungen (P.) zugeordnete 
positiwe Zahlen, so haben wir wm Intervall T 

| 4-4 He] 
(0) Bun a I 
Zgre + 2 ||| + a |. 
wobei g,h den Differentialgleichungen 9 zugeordnete Zahlen bedeuten. 

Die Ungleichungen («.) treten sehr häufig in der Weise auf, daß 
ihr Bestehen für ein mit £=t, beginnendes, zusammenhängendes {- Gebiet 
angenommen wird. Dieses letztere £- Gebiet ist nicht unmittelbar gegeben, 
es wird aber als bekannt angesehen, daß, falls möglicherweise das genannte 
Gebiet nicht alle >, umfaßt und die x,.%,,... 3” (m=1,2,...n) 
zwischen endlichen Grenzen bleiben, die Stelle x,,. x), -.- eg (m=1,2,...n) 
einer Grenzstelle*) beliebig nahe kommen muß. Unser Theorem gestattet 
dann häufig, die Gültigkeit der Ungleichungen («.) für ein {-Gebiet zu erweisen, 
welches für die angestrebten Zwecke genügt. Dabei wird vorausgesetzt, daß 
man die Differentialgleichungen (?.) hinreichend beherrscht. 

Im vorhergehenden habe ich auf die hauptsächlichsten Resultate 
dieser Arbeit hingewiesen. Weitere Untersuchungen sollen einer späteren 
Arbeit vorbehalten bleiben, hier mögen einige Andeutungen genügen. 

Die Differentialgleichungen mit positivem Index besitzen bemerkens- 
werte Eigenschaften, welche zum Teil denjenigen ähnlich sind, die einer 





*) Der Begriff der Grenzstelle tritt später bei Einführung des Gebietes, in 
welchem die X; definiert sind, auf. 
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von mir früher untersuchten Klasse von Differentialgleichungen zukommen.*) 
Es kann der Fall eintreten, daß Differentialgleichungen der Form (ß.) vor- 
liegen, wobei die X, als Summen von je zwei Summanden erscheinen, 
von denen die ersten die Rolle von Hauptgliedern, die zweiten die Rolle 
von Korrektions- oder Störungsgliedern spielen. Beherrscht man dann 
diejenigen Differentialgleichungen, welche durch Weglassen der Störungs- 
glieder erhalten werden, und haben diese Differentialgleichungen einen 
positiven Index**), so kann unter sehr allgemeinen Voraussetzungen die 
Methode der sukzessiven Approximationen zur Anwendung kommen. Hierbei 
ist der bekannte Grad der erreichten Annäherung von der Größe des zu- 
grunde gelegten t-Gebietes unabhängig. 

Das Hauptanwendungsgebiet der erwähnten Theorien ist die ‚‚irdische‘“ 
Mechanik, in welcher die Zerstreuung der Energie eine wesentliche Rolle 
spielt. Die Methoden der genannten Untersuchungen sind auch häufig 
nützlich, wenn der irdischen Mechanik angehörende Bewegungen vorliegen, 
die unter sich langsam ändernden Bedinguugen vor sich gehen. Hierbei 
ist nicht ausgeschlossen, daß die erwähnten Änderungen in den Bedingungen 
mit der Zeit bedeutend werden. Bei derartigen Bewegungen ist es häufig 
nicht möglich, allen unbekannten Einflüssen dadurch Rechnung zu tragen, 
daß man die Differentialgleichungen durch Differentialungleichungen in 
der oben genannten Weise ersetzt, wofern verlangt wird, daß die linken 
Seiten der Ungleichungen («.) vollkommen bekannt sein sollen. Um dieses 
zu erläutern, bilden wir den Ausdruck sin(k-2+ m). Hierin sollen m 
und die von Null verschiedene Größe &k Konstanten sein, während die 
unbeschränkt variable Größe t die Zeit ausdrücke. Der genaue Wert 





*) P. Bohl, Über gew. Differentialgleichungen allg. Charakters, die in der 
Mechanik Anwendung finden. Dorpat 1900 (russisch). Eine französische Übersetzung 
findet sich im Bulletin de la Soc. Math. de France, t. XXXVII. Die erwähnte Ähnlich- 
keit bezieht sich auf den Fall, in welchem die „charakteristische Gleichung“ nur 
Wurzeln mit negativem reellen Teil besitzt. 

**, Es muß übrigens darauf hingewiesen werden, daß bei den hier ange- 
deuteten Untersuchungen weniger der Index als vielmehr zwei auch in dieser Arbeit 
benutzte Größen hervortreten. Es sind dies die später eingeführten Stabilitätskoeffi- 
zienten. Bei der Verwertung dieser Koeffizienten zeigt sich auch die Bedeutung der 
in Rede stehenden Untersuchungen für die Betrachtung mechanischer Vorgänge von 
„langer“, aber nicht unbeschränkt langer Dauer. 

Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 4. 38 
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von %k sei nicht bekannt, wohl aber sei ein Näherungswert c gegeben. 
Setzen wir dann 

(e.) sin (k£+ m) =sin(et+m)+Pp, 
so kann auf Grund der Voraussetzung, daß |c—k| eine „kleine‘‘ Größe 
ist, |?) noch nicht als „kleine“ Größe angenommen werden. Wohl aber 
kann man 

(4.) sin (kt + m) = sın (ct + y) 
setzen und yw eine „langsam‘‘ veränderliche Größe nennen. Derartige 
Argumente ci + w, wobei die c-Größen bekannte Konstanten, die w unbe- 
kannte ‚langsam‘ veränderliche Größen sind, treten überhaupt häufig auf. 
In der irdischen Mechanik kann man nun häufig eine approximative 
Lösung erhalten, wenn man zunächst die yw durch unbestimmte Konstanten 
ersetzt, darauf die oben erwähnten Methoden anwendet und schließlich 
die eingeführten Konstanten wieder durch die w ersetzt. Obgleich die 
nicht vollständig bekannten w-Größen hiernach in der Lösung wieder 
auftreten, gewährt dieses Verfahren nicht selten einen Einblick ın die 
Natur der betrachteten Bewegung. Insbesondere gilt dieses häufig beim 
Auftreten trigonometrischer Reihen. Diese flüchtigen und naturgemäß 
unbestimmten Andeutungen sollen darauf hinweisen, welche Bedeutung 
dem Auftreten eines positiven Index zukommt. 

Es möge schließlich noch eine Bemerkung über das Verhältnis 
der irdischen zu der idealen und Himmelsmechanik Platz finden. Erstrebt 
man die Integration der vorkommenden Differentialgleichungen ın ‚‚end- 
licher Form‘, so hat man von der Berücksichtigung von Gliedern, die 
Dämpfungen, Widerstände usw. ausdrücken, natürlich keine Vereinfachung 
zu erwarten. Dagegen bietet für die Anwendung von Approximations- 
methoden die irdische Mechanik ein weit dankbareres Feld als die ideale 
oder Himmelsmechanik. Der Grund dafür liegt wohl in dem Umstand, 
daß die in der ersteren vorkommenden Bewegungen gewöhnlich Tendenzen 
aufweisen, die in Ungleichungen zum Ausdruck gelangen. Geht man von 
einer einfachen bekannten Bewegungsform aus, so bleiben bei kleinen 
Änderungen der Bedingungen diese Ungleichungen häufig bestehen und 
gestatten Schlüsse hinsichtlich des Bewegungsverlaufs. In der idealen 
Mechanik fehlen gerade in den wichtigsten Fällen Ungleichungen von ent- 
sprechender Allgemeinheit, während Gleichungen gegenüber kleinen Ände- 
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rungen der Bedingungen meist nicht ihre Geltung bewahren. Die Be- 
wegungen der irdischen Mechanik haben wohl stets weniger Interesse erregt 
als die Probleme der idealen Mechanik. Dies mag unter anderem damit 
zusammenhängen, daß die Gesetze, welche zur Aufstellung der Differen- 
tialgleichungen führen, im ersten Fall weniger genau bekannt sind. Anderer- 
seits muß aber ‚hervorgehoben werden, daß eine bloß näherungsweise 
Kenntnis dieser Gesetze in der irdischen Mechanik häufig genügt, um eine 
näherungsweise Kenntnis der Bewegung unabhängig von dem betrachteten 
Zeitraum zu gewinnen, während für die ideale Mechanik Ent »rechendes 
nicht gilt. | 

Das Anwendungsgebiet der in dieser Arbeit betrachteten Differen- 
tialgleichungen und Differentialungleichungen ist übrigens natürlich nicht 
auf die eigentliche Mechanik beschränkt. 


1. Index. — Stabilitätskoeffizienten. — Ein Hilfssatz. 
6.2 


Es liege ein System positiver Funktionen f(t) vor, von denen jede 
einzelne für ein entsprechendes t-Gebiet definiert sein möge. Wir wählen 
eine Konstante & beliebig aus und fassen alle Ausdrücke der Form 

e** f(t,) 
(1.) eetı / () 
ins Auge. Hierbei ıst f(t) irgendeine der genannten Funktionen und {, 
und i, gehören dem f(t) entsprechenden t-Gebiet an; außerdem sei t, —t.. 
Falls die Brüche (1.) unterhalb einer endlichen Grenze liegen, sagen wir, 
daß & eine Größe erster Klasse ist, andernfalls rechnen wir « zur zweiten 
Klasse. Ist « erster Klasse, so gehören alle kleineren « ebenfalls zur 
ersten Klasse; ist « zweiter Klasse, so gehören auch alle größeren « zur 
zweiten Klasse. Es können nun folgende Fälle auftreten: 

1. Es gibt «-Größen von beiden Klassen. Es existiert dann ein 
solcher Wert g, daß alle « <g zur ersten, alle «>g zur zweiten Klasse 
gehören. Wir nennen dann g den Index des Funktionensystems. 

2. Es gibt nur «-Größen der ersten Klasse. Wir sagen dann, der 
Index sei «. 

3. Es gibt nur «-Größen der zweiten Klasse. Wir sagen dann, 


der Index sei — x. 


38* 
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Im Falle 2. rechnen wir den Index zu den positiven, im Falle 3. 
zu den negativen. 

Ist der Index nicht gleich — x, so gibt es nach dem Vorher- 
gehenden solche Zahlen «, k, daß stets 


(2.) tl) ker. ft,) 


gilt, wenn die Bezeichnungen wie vorhin gewählt werden und wieder 
t, >t, ıst. Bei einem Index, der gleich — oo ist, können jedoch solche 
Zahlen «, k nicht existieren. Ist andererseits die Existenz eines solchen 
Zahlenpaares «,k bekannt, so ist der Index > « und möglicherweise «. 

Liegen zwei Konstanten «,k der eben besprochenen Art vor*), so 
wollen wir sagen 


[74 
(3.) j j k ’ k 
seven Stabilitätskoeffizienten. Dabei heiße T Hauptkoeffizient und k Neben- 
koeffizient. 


Nennen wir im folgenden ein Paar Stabilitätskoeffizienten, so ist 
der erstgenannte der Hauptkoeffizient, der an zweiter Stelle genannte der 
Nebenkoeffizient. Der Nebenkoeffizient ist nach dem vorigen stets —1. 
Ist der Index positiv (ein für uns besonders wichtiger Fall), so gibt es 
unendlich viele Paare von Stabilitätskoeffizienten mit positivem Haupt- 
koeffizient. Existiert umgekehrt ein Paar von Stabilitätskoeffizienten mit 
positivem Hauptkoeffizient, so muß der Index positiv sein. 

Schließlich mag noch folgende Bemerkung Platz finden. Es sei 
&, &, ein Paar von Stabilitätskoeffizienten. Es mögen nun Abänderungen 
in den Voraussetzungen zugelassen werden, wofern diese Änderungen 
darin bestehen, daß gewisse Funktionen f(t) fortfallen oder auf ein Teil- 
gebiet des entsprechenden t-Gebiets beschränkt werden. Dann stellen (falls 
nicht alle Funktionen fortgefallen sind) e, und e, auch unter den veränderten 
Verhältnissen Stabilitätskoeffizienten dar. 


8 2. 


Es sei nun eine Schar von Systemen linearer homogener Differen- 
tialgleichungen gegeben. Die Form eines dieser Systeme ist 


*) Es gilt dann natürlich k= 1. 
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PT di | 
(4.) FrZ - a = Or dr )= 0. (ie1,2,... n) 


Jedes einzelne System beziehe sich auf ein entsprechendes zusammen- 
hängendes nicht punktförmiges t-Gebiet, in welchem die «-Koeffizienten 
stetige Funktionen von t seien. Der Differentialquotient von der Ord- 
nung O0 bedeutet in (4.) die Funktion selbst, von der die Ableitung ge- 
bildet werden soll. Für jede nicht triviale Lösung eines Systems der 
Form (4.) denken wir uns die Größe 


n ‚m! d’ 
(5.) . Im 


gebildet. Unter dem Index der vorliegenden Schar von Differentialgleichungen 
verstehen wir den Index derjenigen Funktionen, die überhaupt in der eben 
genannten Weise erhalten werden. Ist dieser Index nicht gleich — x, so 
verstehen wir unter Stabilitätskoeffizienten der Schar die Stabilitätskoeffizienten 
des eben erwähnten Systems von positiven Funktionen. Auch die Bezeich- 
nungen Haupt- und Nebenkoeffizient mögen in analoger Weise für die 
Schar linearer Differentialgleichungen eingeführt werden. 

Ersetzt man die linearen Differentialgleichungen ın bekannter Weise 
durch lineare Differentialgleichungen erster Ordnung, so stimmen Index 
und (wenn der Index nicht gleich — ist) Stabilitätskoeffizienten für 
die neue und frühere Schar überein. 

Wir wenden uns nun zu Differentialgleichungen der Form (/.) in der 
Einleitung. Die allgemeinen Voraussetzungen hinsichtlich der Funktionen X, 
seien derartig, daß die Differentialgleichungen (?.) Variationsgleichungen be- 
sitzen; und zwar mögen diese Variationsgleichungen in der Form der zu 
Anfang dieses Paragraphen betrachteten Schar von Systemen linearer Diffe- 
rentialgleichungen auftreten. Unter dem Index der Differentialgleichungen (P.) 
verstehen wir dann den Index der genannten Variationsgleichungen. Ist der 
Index nicht gleich — , so nennen wir ferner die Stabilitätskoeffizienten der 
Variationsgleichungen auch Stabilitätskoeffizienten der Differentialgleichungen 
(3.). Die Bezeichnungen Haupt- und Nebenkoeffizient bleiben hierbei bestehen. 

Eine Schar von der zu Anfang des Paragraphen eingeführten Form 
hat Variationsgleichungen, die die gleiche Form wie die Schar haben. 
Die eben eingeführte Regel führt daher zu keinem Widerspruch mit dem 
Vorhergehenden. 
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83. 


In diesem und dem folgenden Paragraphen beweisen wir gewisse 
Hilissätze. Dieselben können übrigens bei verschiedenen Untersuchungen 
von Nutzen sein, und es ist daher nicht leicht festzustellen, ob die ge- 
nannten Sätze wirklich neu sind. 

Für das Intervall von t= « bis t= ß (P >a«, a und P gehören zum 
Intervall) sei eine Funktion f(t) gegeben, die mit Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung versehen sei. Die Schwankung von f(t) bezeichnen wır 
mit a, diejenige von F(t)| mit b und setzen |f’(t) <M (M konstant) 
voraus. Dann gilt, wie wir behaupten, 

(6.) 2aM —b*. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst, daß seine Richtig- 
keit für «=0 und ebenso für b=0 evident ist. Wir können also «+0, 
b=++0 annehmen. Es werde nun {, so gewählt, daß |f(t)| für =, den 
Maximalwert annimmt; den letzteren bezeichnen wir mit «. Wir unter- 
scheiden nun zwei Fälle, je nachdem es im vorliegenden Intervall einen 


{-Wert gibt, der sich von i, um 2. . unterscheidet, oder aber ein solcher 


t-Wert nicht existiert. Es möge zunächst der erste Fall betrachtet 

werden. Wir bezeichnen mit 7 einen {-Wert der eben genannten Art. 
Es ist 

’ —1 P „ - 

(7) Fer) — Flo) = Flo)(T —%) + eu io + I(T—b)), O<I<L, 


(8.) Flo + Ir —4))= an " u 


’ | I) — , 
EEE te ce m 


9, | Pan u 
(9.) 2, 4 





a ea a 
Hieraus folgt sofort die Richtigkeit von (6.). 
Wir gehen nun zur Betrachtung des zweiten Falles über. ® sei 
ein t-Wert, für welchen |f’(t)| den Minimalwert annimmt. Dann ist 
(10.) b= |) F(O)| 


und # von ti, verschieden. Wir haben 


(11.) Wr w+ 20-4), 0<x<1. 

















Bohl, über Differentialungleiehungen. 


a 


b 


Man beachte nun, daß im vorliegenden „Fall 2° „—# <2 sein 


muß. Man erhält 
Im r e) ö | f | — d h? 
(12.) M>|f’(t+2(0—t,)) - Kw=r0 >17) f(o)| _ 


a 9a‘ 
2 b 


Hieraus folgt die Richtigkeit von (6.) sofort. 


8 4. 


Für alle # des Intervalls « <t:<P (PP >e) möge die Funktion 
f(t) gegeben und mit Ableitungen bis zur Ordnung « inkl. (u —>2) ver- 
sehen sein. |f“(t)| besitze eine endliche obere Grenze. Jede der Ab- 
leitungen f’, f’,... f“” möge im gegebenen {-Intervall wenigstens einmal 
gleich Null werden. Das Symbol [v] (v=0,1,2,...u) bezeichne die 
obere Grenze von |f®’(t) im genannten t-Intervall, wobei /”(t) die Funk- 
tion f(t) selbst bedeutet. Auf @rund des ım vorigen Paragraphen Gefundenen 
können wir dann den Satz beweisen, daß 


(13.) gu u 9 .Tuf- [Or > [g]“ g=1,2,...u—1) 
gilt. 

Zunächst ist es klar, daß der Satz für «= 2 gilt, und wir werden 
beweisen, daß die Gültigkeit für u=2,3,...n die Gültigkeit für u=n-+ 1 
nach sich zieht. Wir nehmen demgemäß an, daß die Behauptung (13.) für 
u=2,3,...n richtig ist. Es seien nun die Voraussetzungen für ein 
u=n-+ 1 erfüllt. Wir bemerken zunächst, daß die [1], [2],...[»] dann 
entweder alle gleich 0 oder alle von Null verschieden sind. Im ersten 
Falle bedarf die Behauptung keines Beweises, so daß wir die genannten 
Größen als von 0 verschieden ansehen dürfen. Zwischen den Zahlen 0 
und 2 + 1 schalten wir ganze Zahlen g und A so ein, dB O0 <g<h<n+]| 
gilt. Die gemachte Annahme gestattet dann die Aufstellung folgender 
Ungleichungen: 

(14.) g7Aa-n[hP[oP[gP, 
(15.) 9-9) (n+1—g) (n+1—%h) [n + a > [khypt' . 
Hieraus folgt nach einfachen Rechnungen 
(16.) DAHIN 4 1 ?fop+— S [hyrt!, 
(17.) ZHDoeRHN + ıpylor* > (sr. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
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Streicht man die Voraussetzung, daß f’, f’,... f”' ım gegebenen 
t-Intervall auch den Wert 0 annehmen, so kann man zu f{t) eine solche 
Zusatzfunktion hinzufügen, daß die Voraussetzungen für die geänderte 
Funktion zutreffen. Auf diese Weise kann man zu Sätzen von Interesse 
gelangen. Da wir aber diese Sätze nicht nötig haben, und, wie gesagt, 
es zweifelhaft ist, ob sie neu sind, so verzichte ich auf eine genauere 
Auseinandersetzung. 


II. Die Existenz eines positiven Index als notwendige Bedingung. 
$ 5. 
Wir schreiben die Differentialungleichungen («.) und die Differential- 
gleichungen (/.) der Einleitung nochmals hin und geben die Voraussetzungen 
genauer an. 





d“iz. | Le 
(18.) Zu wg X; a €, (i=1,2,...n) 
d’ix, 
19. Mi cz X, — 0. i=1,2,...n 
( ) dt“i v ( ) 
Die X, sind Funktionen von t, %,,%,, ... z4m! (m=1,2,...n), wobei 


x, %, usw. in üblicher Weise Differentialquotienten nach { bezeichnen *), 
und zwar gilt dies für ein gewisses Gebiet @ der als unabhängige Variable 
gedachten t, &,, u, ... cum! (m=1,2,...n). Dieses Gebiet @ sei zu- 
sammenhängend und enthalte nur ‚‚innere“ Punkte**). Wir setzen auch 
voraus, daß alle zu einem festen i-Wert gehörenden Punkte von @ ein 
„nirgends konkaves‘‘ zusammenhängendes Gebiet***) der x, 2, ... cum! 
bilden. In dem Gebiete @ seien die X, stetige Funktionen und mit stetigen 
Differentialquotienten erster Ordnung nach den x,, 2, ... 2%! versehen. 


Diese Differentialquotienten mögen zwischen festen endlichen Grenzen liegen 





*, Das Zeichen x, würde hier 2„ bedeuten. 

**) Innerer Punkt heißt ein Punkt, in dessen genügend klein gewählter Um- 

gebung nur Punkte des Gebietes @ vorkommen. „Grenzpunkt“ nennen wir einen 

Punkt, dessen beliebig klein gewählte Umgebung stets sowohl Punkte von @ als auch 
nicht zu @ gehörige Punkte enthält. 

***) Damit soll folgende Eigenschaft gefordert werden: Sind 2,,%ı,.--- a 


und 2,21, ».. " Stellen des Gebietes, so ist auch 
+ It ae). +) 
eine Stelle desselben, falls 0 = 931 gilt. 














295 


Bohl, über Differentialungleichungen. 


und bei Veränderungen der z,,2),... 4"! sogar (im Gebiete @) gleich- 
mäßig stetig sein. 

Wir setzen nun voraus, daß die Ungleichungen (18.) und Gleichungen 
(19.) das in der Einleitung beschriebene Verhalten zeigen. Um den Inhalt 
dieser Voraussetzung zu kennzeichnen, möge irgendeine Lösung der Un- 
gleichungen (18.) für ein mit i=t, beginnendes zusammenhängendes nicht 
punktförmiges t-Gebiet T als vorliegend angesehen werden. Wir vergleichen 
diese Lösung von (18.) mit derjenigen Lösung der Differentialgleichungen (19.), 
welche für £=t, dieselben Werte von z,, %, ... in! aufweist, wie die 
Lösung von (18). Die Lösung von (19.) denken wir uns dabei möglichst 
weit über 2, hinaus über ein zusammenhängendes t-Gebiet # erstreckt *) 
und vergleichen die beiden Lösungen für das T und # gemeinsame Gebiet. 
Gemäß der Voraussetzung gibt es nun solche von vornherein vorliegende, von 
der Wahl der zugrunde gelegten Lösung unabhängige Konstanten k und 
e>0, daß, wenigstens wenn e <e ist, die genannte Vergleichung 


(20.) |, —-2, Zk.- 
ergibt **). 


8 6. 


Indem wir dazu übergehen, die Konsequenzen dieser Annahme zu 
entwickeln, beschäftigen wir uns zunächst mit der Feststellung, daß eine 
solche von vornherein vorliegende positwe Konstante h existiert, daß bei der 
genannten Vergleichung auch 

21.) a-nti-itr et el Ze 
sich ergibt. 

Um die aufgestellte Behauptung zu erweisen, bemerken wir zunächst, 
daß von vornherein eine solche Konstante qg — 0 existiert, daß für das 7 
und # gemeinsame Gebiet 


*) Sollte das Gebiet ® alle ? enthalten, die der Bedingung u, =1<<!' ge- 
nügen, aber keine t, welche größer als !' sind, so müßte die Lösung von (19.) im 
Gebiete 1, Zt << t' Grenzstellen beliebig nahe kommen oder die xı, x1. ... 24" -! dürften 
nicht zwischen endlichen Grenzen liegen. 

**) Die über die Buchstaben gesetzten Striche deuten auf die Lösung von 
(18.) und (19.) hin. Die Bezeichnung weicht von der in der Einleitung gebrauchten 
etwas ab. 
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(22.) .(%,—-3)|<g-8+8 W=1,2,...n) 
gilt. Hierbei ist | 
3.) 8-1 -2+9-tr. 4 u. 
Wir wählen nun aus dem 7 und # gemeinsamen Gebiet einen {-Wert 





! >t, beliebig aus. y sei der größte Wert, welcher unter den 


(24) 4-2, | a)... at, dl... | ae] 


im Gebiete 4 <t<t’ vorkommt*). Der Wert y wird im genannten 
t-Gebiet mindestens von einer der Größen (24.) angenommen; es sei dies 
etwa für |, — 2%, der Fall. Bedeutet noch N die Anzahl der Größen 
(24.), so haben wir im Gebiete , <t<-t 

S<k..+N.y, 


dem 


1. | Alm (m — 2) 


Zg-S+:Z(g-k+l)e+g-N:y, 1 Zk.e 





und y ist der Maximalwert von 2, —z,| im Gebiete , <t<.t”. 
Wir wenden nun den Hilfssatz des $ 4 an. Es ergibt sich 

(26.)  2"’Hmtn-O (key ([gk+ 1]-e+gNy Syn. 
Da wir uns auf den Fall &>0 beschränken dürfen, folgt aus (26.) 


(27.) 27 umlum-0) . Kum-o [ax +1+gN( = (2)”. 


Wir betrachten nun die Gleichung 

(28.) (2° "m. k)’m[g-k+1+9g-N-w] = wm 
oder vielmehr die Gleichungen, die aus (28.) entstehen, wenn man für o 
und «, alle überhaupt hier in Betracht kommenden Zahlen setzt. Es 
gibt offenbar von vornherein eine solche Zahl r >0, daß jede etwa vor- 
kommende reelle Wurzel einer der genannten Gleichungen <r ist. Für 
or ist dann die rechte Seite von (28.) größer als die linke. 


Aus (27.) folgt nun Zr. Jede der Größen (24.) ist daher 
— r»e Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen. 


8 7. 


Wir denken uns nun eine Lösung von (19.), welche sich auf ein 
mit 2, beginnendes t-Gebiet erstreckt und möglichst weit fortgesetzt Ist. 
| *) Wenn wenigstens eine der Größen u, (w=1,2,...n) gleich 1 ist, so ist 


die oben angewandte Bezeichnung nicht ganz korrekt. Die dann eintretenden kleinen 
Modifikationen ergeben sich von selbst. 
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Für diese Lösung bilden wir die Variationsgleichungen, d. h. die Glei- 
chungen 
wo) rt tz. nn 
Hierbei sollen die horizontalen Striche über den Koeffizienten von $,& 
usw. darauf hinweisen, daß in den betreffenden Größen z,,x),... z/"! für 
die betrachtete Lösung von (19.) zu bilden sind. 

Außer den Gleichungen (29.) bilden wir noch die Gleichungen 

Pi Y a 
(30.) —im > ur z u+ ++ we wur + Uflt). v=1,2...m 
Hierbei bedeuten die U,(t) irgendwelche stetige für das betrachtete i-Gebiet 
gewählte Funktionen, welche dem absoluten Betrage nach nicht größer als 
eine Konstante b sind. 

Ehe wir weiter gehen, schalten wir eine Bemerkung ein, deren 
Richtigkeit daraus hervorgeht, daß die partiellen Ableitungen der X, nach 
den &,,24,... 24"! bei Änderungen dieser letztgenannten Größen gleich- 
mäßig stetig sind. 

Bildet man eine der genannten Ableitungen für die beiden zu- 


lässigen Systeme 
it, . =. Ben. Atze und 


’ ’ ii 


i=t, ı =, I = Typs vor it p® 


=, 
so unterscheiden sich die gefundenen Werte um weniger als p(p), wenn 
(31.) 1-0 +1 - ++ np 

gilt. Hierbei ist p eine beliebige positive Größe, p eine positive Funk- 
tion, die wir so wählen können, daß sie mit abnehmenden p nicht zu- 
nimmt und gleichzeitig mit p nach O0 konvergiert. Das im folgenden 
eventuell vorkommende Zeichen (0) mag Null bedeuten. 

Nun denken wir uns diejenige Lösung von (30.), welche für i=t, 
u =u = +++ =unT= (0) aufweist. Nachdem wir aus dem t-Gebiet, über welches 
sich die Lösung erstreckt, einen Wert {’>t, beliebig gewählt haben, be- 


zeichnen wir mit d den Maximalwert von |w, + u +++ un! im Ge- 
biete ,—<t<t’. Hierauf wählen wir eine positive Konstante 9 so klein 
aus, daß folgende Bedingungen erfüllt sind: 

l. , = +9u, U = + Iul,... at Dt Ip! 


sind für ,<t<t’ Stellen von @. 


39* 
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2. Es gilt 
9b+9(9.0):.9.0 Ze. 
Nun haben wir 
“ri 


[5 +9w)— X, +9, d+9ul,... ae + Yuan] 





di 
d“* er 2 ER: : SR ER 
9 ap 2 + 9u, + 9u,.. an + Yun!) _X,(t,0,2,...20)] 
=4$. U) + 3 Fu + Kg u+- te Huhn! 
oX; oX; Bi 
(one 


Hierbei deutet das Zeichen |} an, daß die eingeschlossene Größe für 
%, %, ... kn! zu bilden ist, welche sich von 2,,x,... x"! nicht mehr 
als um Ju, |, Fu|,... ug» | unterscheiden. 
Aus (32.) folgt 
u 


dir - (2, + Fu) — X,;(t,z, + FU, BT un de] er 3:b+ p(9.0) 3.0. 


(i=1,2,...n) 


Folglich haben wir gemäß (21.) 
(34) lu + wu tr Hunt )) <hlIb+p(9I:0)-.9.0] 


und 
(35) ml+lwilH ee ut Znfd+ 9(9-8)-0] 

Wegen der bei der Wahl von 9 herrschenden Willkür folgt aus (35.) 
(36.) ut iw tree +umi—h.b. 


Ferner gilt (36.) wegen der bei der Wahl von ?’ herrschenden Willkür 
für das gänze t-Gebiet, über welches sich die betrachtete Lösung von 
(30.) erstreckt. 


g 8. 


Um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, schalten wir an dieser 

Stelle zunächst eine Bemerkung ein. Es möge für alle die Funktion 
u+1 7L 
(37.) „= Im sin m( —ıb+ 5.) 

gebildet werden, wobei {4, und @,4,...@,,, Konstanten bedeuten. Es 
ist leicht zu sehen, daß man die Konstanten a,,@,,...G4,,, so wählen 
kann, daß der Ausdruck (37.) und seine Differentialquotienten nach t bis 
zur Ordnung w inkl. für {= ti, vorgeschriebene Werte annehmen; und 
zwar ergibt sich hierbei ein bestimmtes System von Konstanten. Falls 
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für den v-ten Differentialquotienten hierbei der Wert 1, für die übrigen 
der Wert O0 vorgeschrieben ist, bezeichnen wir den Ausdruck (37.) mit 
px. Der Einfachheit wegen verstehen wir hier unter dem 0-ten Differen- 
tialquotienten den Ausdruck selbst. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unserem Gegenstande 
zurück und betrachten eine Lösung von (30.), für welche bei i=1t, 

(38.) weu, Wat eu (i=1,2,,.. n) 

gilt. Wir führen neue abhängige Veränderliche ein mittelst der Gleichungen 


mi. 


(9) = w-— DE + TER A +... + 9,1 Wo 2 (i=1,2...n) 
wobei die eben eingeführte Bezeichnungsweise Verwendung findet. Für 
t=t, werden 9,,P4,...9” gleich 0. 

Die p,, P2,--.?,. genügen nun Gleichungen der Form 


dip, 8X OL , FE A | 
I N 


Hierbei sind die P; stetige Funktionen von t, deren Absolutwerte nicht 


(40.) 


größer sind als 
(41.) b+@(uol+ im t wo |) 


wobei @ eine von vornherein angebbare Konstante ist. Nach dem vorigen 


1 


Paragraphen haben wir also 
(22) al + alt HE |< Abt + te + |). 
Mit Rücksicht auf (39.) folgt dann weiter 

(43.) || + ul + + un] <h-b+ Hu + u ++ iu]. 


wobei H eine von vornherein angebbare positive Größe ist. 


8 9. 


Indem wir zu den Gleichungen (29.) zurückkehren, fassen wir eine 
mit {=t, beginnende Lösung derselben ins Auge. Es möge dann 


(44.) me". (=1,2,...n) 

gesetzt werden, wobei w eine positive Konstante bedeutet. Man erhält 
diz, 0X; oX; , OR, 1 | 

(45.) Frzu = ox, 21 + oa, ® 21 + © + Er . Zu + Ze (i=1,2,...n) 


Hierbei bedeuten die Z, stetige Funktionen von {, welche dem absoluten 
Betrage nach nicht größer als 











300 Bohl, über Differentialungleichungen. 


L 
2h 
sind, falls |w| nicht größer als eine gewisse von vornherein angebbare 
positive Zahl ist. 


(46.) (a+ lat + m) 


Wir nehmen nun von dem t-Gebiet, auf welches sich unsere Betrach- 
tungen erstrecken, ein Stück von {, bis 2? >t, inkl. und bezeichnen den 
Maximalwert von |2,|-+ |z21|+.- +|2#”""| für dieses Stück mit d. Dann 
Ö 
5% 
wie leicht zu sehen, auf Grund von (43.) schreiben *) 


sind die |Z,| im Gebiete i, <t <<?’ nicht größer als Wir können dann, 


(47.) 9<h- + Hllzuol + lzul+ + 0 |]. 
Es ergibt sich also 
(48.) I <2Hrlao + + + |] 


und zunächst für das Gebiet , <t<!’ 


(9) zal+ lat. Hl <2HAln!+ 120 +" + 11. 
(49.) gilt aber offenbar für das ganze betrachtete i-Gebiet wegen der bei 
der Wahl von # herrschenden Willkür. 
Ist nun |w| nicht größer als eine gewisse von vornherein angeb- 

bare positive Zahl, so gilt 

.t kileer e | B 
Mer alt alt Halt alte rt 
: — ew-t gr | in dr 
>Z-[al+läl+ + ll. 


Mit Hilfe von (49.) erhalten wir also 
wi 
(5) SO + Et +] <2H- 


3er % 

2 
Es sei w den angegebenen Bedingungen gemäß von vornherein fest ge- 
wählt. Die Variationsgleichungen (29.) besitzen dann die Stabilitätskoeffi- 
zienten 


wo 
(52.) sh 6H. 
Unsere Behauptung bezüglich der Notwendigkeit eines positwen Index ıst 
damit bewiesen. 


[|Sıo > tete]. 





*) Der Index O deutet auf t = {, hin. 
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IIL. Ein Hilfssatz. Die Existenz eines positiven Index als hinreichende 
Bedingung. 


$ 10. 


In diesem und dem folgenden Paragraphen stellen wir einige vor- 
bereitende Bemerkungen zusammen. 

Zunächst mag darauf hingewiesen werden, daß für unsere Zwecke 
eine jetzt ungebräuchliche Definition des bestimmten Integrals geeignet 
ist. Wir führen demgemäß ein besonderes Zeichen ein. Es möge f(x) 
in dem Intervall von « bis £ («, # sind eingeschlossen) vorliegen. Falls 
@:+ ist, existiere für das genannte Intervall eine solche Funktion g(x), 
daß g’(«)=f(x) gilt. Dann setzen wir 

(53.) Zifla)de=g(P)— g(e), wenn @+ß, Tif(z)de=0, wenna=P. 
Wir erwähnen, daß, falls 


(54.) I? (z) dx und I;y(z)dx 
existieren und f(x) —< (x) ist, die Beziehung 
(55.) Tefia)da| Z |iy(z)da 


gilt. Außerdem führen wir folgenden Satz an: 

Es möge I;f(xz)dz existieren, und es sei «+fß. Ferner sei p(z) 
für alle x von « inkl. bis P inkl. gegeben und mit stetigem Differential- 
quotienten y’(z) versehen. Dann existiert 

(56.) I, f(z)-p(z)da. 
Zum Beweise brauchen wir nur zu bemerken, daß 


57.) Zlyekite)de— 1:9? (Eie)dz)dz| = 1) - (a) 
gilt. Es existiert also 
(58.) Iif(a)- pl) de= p(B)Lfe)dr — ESF (:fa)da) de. 


Eu, 
Es mögen die linearen Differentialgleichungen 
dx; 2 
(59.) 2 ul = 0 (ie1,2,...n) 


u=1 


vorliegen. Hierbei seien die a,, für ein zusammenhängendes t-Gebiet 7 *) 
stetige Funktionen von £. Ist z irgendein £-Wert des Gebietes T und u 





*), T soll mehr als einen Wert enthalten. 
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eine der Zahlen 1,2,...n, so bezeichnen wir mit 


(60.) ut), Gult), --. mut) 

eine Lösung von (59.), welche durch folgende Bedingung gekennzeichnet 
wird: x;,(z) ist gleich Null oder Eins, je nachdem «+ u oder i= u gilt. 
Setzt man unter Beibehaltung von z an Stelle von u der Reihe nach 
1,2,...”, so gewinnt man n voneinander unabhängige Lösungen. Diese 
Lösungen, welche bekanntlich schon in der elementaren Theorie der linearen 
Differentialgleichungen vorkommen, wollen wir die für t=r normierten 
Lösungen von (59.) nennen. Sind 


| a BAR 
(61.) a ER, 
En il ie 

irgendwelche n unabhängigen Lösungen von (59.), ist 4(t) die Deter- 
minante der Elemente (61.) und ##(t) die Unterdeterminante des Gliedes 
x’, so gilt 


mn 2 40 
(62.) (= 2 4(e) x (t)- 
Besitzen die Differentialgleichungen (59.) die Stabilitätskoeffizienten = 


k 
und %k, so haben wir für alle Lösungen von (59.) 


(63.) El) Zkertn. 5 z(h)|, 
; i=]1 


i=1 
sobald t, und it, dem Gebiet 7 angehören und %,>t, ist. Es gilt 
folglich auch 


(64.) 5 lt) <k-emt", (u=1,2,...n) 
i=1 2 
sobald z und t dem Gebiet T angehören und tr ist. Existieren anderer- 


seits derartige Konstanten «,k, daß die zuletzt genannte in (64.) zum 
Ausdruck kommende Aussage gilt, so besitzen die Differentialgleichungen 


(59.) die Stabilitätskoeffizienten 2 k. Wir haben nämlich für jede Lösung 
I pri 


(65) = Et + +l)anll. ennn 
Hieraus folgt 
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— 


>= 


2 al) <Ue)ERN HEN EEE lt) 
(66.) ;=ı i=1 i=1 


--, k. et, 5 '%(T) . 


ji=1 
Unsere Behauptung ist also richtig. 

Indem wir die zu Anfang dieses Paragraphen eingeführten Be- 
zeichnungen beibehalten, nehmen wir an, daß für das Gebiet T n Funk- 
tionen %ı, %9, -.. 4, Vorliegen, welche mit ersten Differentialquotienten nach 
t versehen sind. Es mögen dann folgende Bezeichnungen eingeführt 
werden 


(67.) F _— 55 Au Yu ze &. ((i=1,2,...n) 


Sind dann s und £ t-Werte des Intervalles 7, so erhält man durch Trans- 
formationen, welche aus der elementaren Theorie der linearen Differential- 
gleichungen bekannt sind, 

(68.) vl) AM) + ty) + Zdelsile)ai lt) +++ Se) lt]. 


((=1,2,...n) 


$ 12. 


Wir gehen nun zum Beweise eines Hilfssatzes über, welcher einer- 
seits bei den Betrachtungen dieser Arbeit vorkommt, andererseits aber 
auch bei denjenigen Untersuchungen von Wert ist, die in der Einleitung 
angedeutet sind, hier aber nicht durchgeführt werden. Es ist der 
folgende Satz: 

Für alle t-Werte von t, inkl. bis t, inkl. (t,+t,) mögen solche 
stetigen Funktionen a,,(t) (t, u=1,2,...n) vorliegen, daß die Hüfsgleichungen 


(69.) = = 3a,'T,' (i=1,2,...n) 
u=1 


für das genannte t-Intervall die Stabilitätskoeffizienten g, k besitzen, von 
denen der Hauptkoeffizient g positw sei. Ferner mögen y;(t) (i=1,2,...n) 
Funktionen sein, die für das genannte t-Intervall vorliegen und dort mil 
ersten Differentialquotienten versehen sind. Bezüglich der y-Funktionen 
machen wir ferner die Annahme, daß im genannten t-Intervall 


d A n a4: n 
(70.) !t_5a9Zu+b2 |y, 
dt „u=l | u=l 


gilt. Hierbei bedeuten die a,b, Konstanten, welche die Bedingung 
Journal für Mathematik. Bd. 144. Heft 4. 40 
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(71.) 0<b+b+t.+b<g 
erfüllen. Wir bezeichnen 
(72.) 2 a,„= 4, 2 b,=b. 


Ist dann s vwrgendein t-Wert des zugrunde gelegten Intervalis, so gilt, wie 
wir behaupten, für alle t>s 





| = _@ 00H || ER. Di 
I 29,01< g9—b nn [3 948)| Fe} 
und folglich auch *) 
1 — 6 - 
(74.) z1u.0l<,. E20. 


Zum Beweise. benutzen wir, wie vorher bemerkt werden möge, ein Ver- 
fahren, welches von E. Cotton**) in mehreren Arbeiten angewandt worden ist. 
Die Bezeichnungen (60.) und (67.) des $ 11 behalten wir bei und 


setzen noch 

(75.) o(t) = 2 9.) j 
Sind z und tr irgendwelche i- Werte des zugrunde gelegten Intervalls, 
so gilt nach unseren Vorauszetzungen 


(76) El) | here, wu...) 
i-1 


Auf Grund von (70.) und (75.) erhalten wir unter Berücksichtigung der 
bezüglich (56.) in $ 10 gemachten Bemerkung, wenn s und ts t-Werte 
des vorliegenden Intervalls sind, 


n 


Br Z|Tda-£, (a). (|< 2 Lda(a, + 5,0(e))-|%,(0)| 
< Eda(a, +b,o(a))-k.e"t®, 
Die Anwendung der Gleichungen (68.) führt dann leicht zu der Beziehung 


(18.) o(1)<o(s)-k-e*t9 + Eda(a+bo(a)).k-e "1", 
welche für t>s gilt. 
Wir führen nun diejenige Lösung von 


(79.) FM +gk-u— kat bu) = 0 





*, Wir bezeichnen mit p,q die größere der Zahlen p,g falls p+g. Wenn 
p=4, so setzen wir %,q=P = 4. 

*) s, z.B. E. Cotton, Equations differentielles et &quations integrales, Bulletin 
de la Soc. Math. de France, t. XXXVII. 
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ein, welche fürti=s gleich k.o(s)-+ e wird, wobei &e eine beliebige positive 
Konstante bedeutet. Diese Lösung ist 


(80.) u(t) = a + eds [ko (s) + 8— +). 


Für dieselbe gilt 

(81.) u(t) = u(s)e "9 + Edek[a +bu(e)]e*», 
Dies erhält man auf Grund von (68.) und kann man verifizieren. 

Aus (78.) und (81.) ergibt sich nun für t—s 

(82.) ult) — olt) >e"*PTu(s) — ko(s)] + Idak-b.e*t"[u(e)—o(e)]. 
Für t=s ıst u(l)—o(t)=ko(s) +2 —0(s)>0, und die Ungleichung 
u(t)— o(t) >0 gilt auch für ein gewisses Intervall über s hinaus, wenn 
die entsprechenden i- Werte überhaupt zulässig sind. Wäre nun für ein 
t>s u(t)— o(t) <0, so müßte es einen solchen Wert 7>s geben, daß 

(83.) u(t) — o(rT) = 0 
gilt, während für s<t<<r u(t) — o(t) >0 ist. Wendet man nun (82.) 
auf den Wert i=r an, so ergibt sich u(T)— o(zT) >> 0, so daß ein Wider- 
spruch auftritt. Somit haben wir auch für £>s u(t)— o(t)>0. Be- 
achtet man die bei der Wahl von & herrschende Willkür, so erhält man 
offenbar für t>s 


(84.) o(t) < = RETTEN |*o(s) ze er I: 
Hieraus folgt für > s EN 
(85.) o(t) < "er k-ots). 


Damit haben wir unser Theorem bewiesen. 

Sind die Konstanten «a, gleich Null, so bleibt der Satz (73.) be- 
stehen, auch wenn man nicht 9>0, g>b voraussetzt. Man erkennt 
dies leicht, wenn man 2,=e”"".y, (u=1,2,...n) setzt, P>0 ge- 
nügend groß wählt und den gefundenen Satz auf die z, anwendet. 


$ 13. 


In diesem Paragraphen führen wir den Beweis unseres Haupt- 
theorems zu Ende, indem wir zeigen, daß in der Tat die Existenz eines 
positiven Index eine hinreichende Bedingung darstellt. Wir setzen demgemäß 
voraus, daß der Index der Gleichungen (19.) einen positiven Wert hat. 
Dann gibt es für die Gleichungen (19.) auch ein Paar von Stabilitäts- 
40* 
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koeffizienten g, k, von denen der Hauptkoeffizient g positiv ist. Wir wählen 
die positiven Größen b,,b,,...b, so, daß 

8) 0ebhtbt bug 
ist, und darauf noch ein solches 9>0, daß folgendes gilt. Sind 
l, 2, 2, ... an! und £, 2, 2... z4n2' Stellen des Gebietes @ (siehe $ 5) 
und bildet man eine der partiellen Ableitungen von X, nach 2,2; usw. 


für die genannten Stellen, so unterscheiden sich die beiden gefundenen 
Werte nicht mehr als um b, wenn 


(97) lan tat tu) <p 


ist; und zwar gilt dies für alle «= 1,2,...n. 

Nun stellen wir uns vor, daß für ein mit t=t, beginnendes nicht 
punktförmiges t-Intervall 7 eine Lösung der Differentialungleichungen (18.) 
und eine Lösung der Differentialgleichungen (19.) vorliegen. Die auf die 
Lösung von (18.) bezüglichen x,, x}, ... 24"! wollen wir mit 2,2%), ... a4m-! 
bezeichnen. 2%, %, ... zn"! mögen sich analog auf (19.) beziehen. Wir 
setzen voraus, daß 


—b 
(88.) er u 


ist, indem wir der Kürze wegen b=b,+b; + --+b, schreiben. Ferner 
nehmen wir an, daß 


(89.) (0 ul + 0 wult u )<H 


i= 


gilt, wobei der Index 0 auf i=t, hindeutet. Es mögen noch folgende 
Bezeichnungen benutzt werden 


(=, 1-8. mn, win 
(90.) - ’ — 
= Elaltlalt li) 
Es gibt offenbar ein mit i{=1t, beginnendes nicht punktförmiges {-Inter- 
vall #, in welchem o<p gilt. In einem solchen Intervall @ haben wir 
dvpi7 — — ‚ — an ii 
(91.) dt — [X;tt, % + vd 1 a RER 7 +%° ) 


Eur; X, (t, &,, E4 yor. ahnt)] =n, (ie1,2,...n) 


wobei || < + ist. Hieraus folgt für das Intervall 
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a 
VS DL We Fate 
X, 9X; “u OX;\,, Day ON | 
el 3% N. Br Fr EEE le IT Me 


(i=1,2,...n) 
Hierbei deutet ein Strich über einer Ableitung von X, an, daß die Größe 


für 9 =27,1=%,...zön!= zn! zu bilden ist. Ist aber eine solche 
Ableitung zwischen Klammern gesetzt, so bedeutet dies, daß diese 
Ableitung für, =, +90, U = +9u.. net In zu 
bilden ist, wobei 9, dem Intervall von 0 bis 1 angehört. Nun ist 
Id + u ++ dent = 90 <yp. Folglich ist die in (92.) links 
zwischen eckigen Klammern stehende Größe dem absoluten Betrage nach 
<b,-o (vgl. das hinsichtlich (87.) Gesagte). Wir gelangen so zu folgenden 
Ungleichungen für das Intervall # 








dus" 0X BE. > 
| = u Be 7; a b0+ 8: 
dyyi? RP 
Mae wen 
a a a a re a Ei RE ER Er ne a i=1,2,...0) 
| > - u =(. 
Die linearen Differentialgleichungen 
ee 
dt om 0m | de! 
du” wu 
CT ur Tu Mi 
EEE re (i=1,2,...n 
an | 





worin %,, %, ... ur! die abhängigen Variablen sind, haben im Gebiet # 
die Stabilitätskoeffizienten g,k. Die Anwendung des Hilissatzes des $ 12 
ergibt auf Grund von (93.) für das Intervall # 


ko,, 





(95.) 0 <_ = 


wobei o,= 0(f,) ist. Die in (95.) rechts stehende Größe ist wegen (88.) 
und (89.) kleiner als 9. Es ergibt sich nun leicht, daß im ganzen Inter- 
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vall 7 o <p gelten muß. Andernfalls müßte ein solcher dem Intervall 7 
angehörender i-Wert !’ >, existieren, daß für =!’ o=p, für, <t<t 
o<Zp gilt. Das Intervall i, <t <t’ könnte dann die Rolle von # spielen, 
und es müßte daher für =!’ die Ungleichung (95.) gelten.. Hieraus 
würde nach dem in Anschluß an (95.) Gesagten für t=t! 0 <-p folgen. 
Es würde sich daher ein Widerspruch ergeben. 

Nach dem Ausgeführten kann das ganze Intervall 7 die Rolle 
von ® spielen. Es gilt daher (95.) für das ganze Intervall r. Damit 
haben wir nicht nur das zu Anfang dieses Paragraphen gesteckte Ziel er- 
reicht, sondern auch die in der Einleitung in d zum Ausdruck kommende 
Behauptung bewiesen. 


IV. Ein Beispiel von Differentialgleichungen mit positivem Index. 
$ 14. 


Nachdem wir den Hauptgegenstand dieser Arbeit, den Beweis des 
in der Einleitung angekündigten Theorems, erledigt haben, führen wir 
noch ein Beispiel von Differentialgleichungen mit positivem Index an. 
Das genannte Beispiel umfaßt viele Fälle von Interesse. In diesem Para- 
graphen machen wir einige vorbereitende Bemerkungen über lineare Diffe- 
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Es möge ein System von Differentialgleichungen von der Form 





dx; E 
(96.) Fr -=2 4,,%, (=1,2,...n) 


vorliegen, wobei die «-Koeffizienten Konstanten sind. Bezüglich dieser 
letzteren machen wir die Annahme, daß die Gleichung 


4, tr w die Be Am 
(97.) (ig (igg > Bd dig, . il 0 
Apı ng + At W | 





nur Wurzeln mit positivem reellen Ted hat. Es existiert dann bekanntlich 
eine solche definit positive quadratische Form // der z,,%, ...2,, daß 
(98.) — <—h-I 


gilt, wobei h eine positive Konstante bedeutet. Hheraus folgt, daß für das 
System (96.) Stabilitätskoeffizienten g, k existieren, von denen der Haupt- 
koeffizient g positw vst. 
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Wir betrachten nun das System 


dy; ” 


(99.) ve P b,,. Yu: (i=1,2,...n) 
1 ' 


Hier sind die b-Koeffizienten ebenfalls Konstanten. Wir bezeichnen den 
größten unter den b„—a,| (w=1,2,...n) vorkommenden Wert mit e; 
und setzen 
(100.) e=4+&+ .-e,<g 

voraus. Dann besitzt, wie wir zeigen werden, das System (99.) die Stabi- 
Iitätskoeffizienten g— e, k. 

Zu dem genannten Zweck bemerken wir zunächst, daß für jede 
Lösung von (99.) 


(101.) | >= _ 2 a,Y, a e; ss e (i=1,2...n) 
gilt. Die Anwendung des Hilissatzes in $ 12 ergibt dann gemäß (73.) 
(102.) zZ |, |Zerme.r. 2 |y,W|. 
u=] u=] 


wobei i, beliebig gewählt ist und ? nur der Bedingung ? —t, genügt. 
Damit ist die Richtigkeit unserer Bemerkung erwiesen. 
Endlich wollen wir eine Schar von Differentialgleichungen der Form 


dz; ” 
(103.) z: = 22, (=1,8...n) 


betrachten, wobei n für alle Systeme der Schar denselben Wert hat und 
die c,, Konstanten sind, welche für die verschiedenen Systeme verschieden 
sein können, aber zwischen allen Systemen gemeinsamen endlichen Grenzen 
liegen. Außerdem werde vorausgesetzt, daß die reellen Teile der Wurzeln von 


tw CO + CO 
C Go tw +.  Cg 
(104.) PM ”» |. og 
Cn1 En? en nt w| 








gleich oder größer als eine gewisse positive allen Systemen gemeinsame 
Zahl q sind. Für die genannte Schar von Systemen von Differentialgleichungen 
existiert dann, wie wir beweisen wollen, ein Paar von Stabilitätskoeffizienten 
g,k, von denen der Hauptkoeffizient g größer als Null ist. 

Zum Beweise nehmen wir versuchsweise an, der behauptete Satz 
sei nicht richtig. Wie man dann auch die positive Zahl p wählen möge, 
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stets gibt es ein p entsprechendes System der Schar, welches keine Stabi- 
litätskoeffizienten y,x besitzt, die den Bedingungen 


(106.) 9 115, 
genügen. Andernfalls wäre nämlich ne p ein Paar von Stabilitätskoeffi- 
zienten der Schar, und der Hauptkoeffizient rn wäre positiv. Wir erteilen 


nun p die positiven Werte 9,,P%, 93, -.., welche nach co konvergieren 
mögen. (1),(2), (3),... seien Systeme der Schar, welche »,, 3, Ps; --. 
in der eben genannten Weise entsprechen. Die ce -Koeffizienten der Systeme 
(1), (2), (3),... besitzen eine Häufungsstelle, welcher das Tableau 

Pr Pıe Er Pın 

Paı Pae vr. Po 


(106.) 


entsprechen möge. Wir bilden dann das System von Differentialgleichungen 








(107.) Ze. SP Yu (ie1,2,...n) 
u=l 
Die Gleichung 
Pi + w Pie Pin 
N Ian + 3 
(107°.) Paı hg w Pen EN 
| Pas Paz ar Pant w | 


besitzt offenbar nur Wurzeln, deren reeller Teil — g ist (vgl. (104.)). Die 
Differentialgleichungen (107.) besitzen daher nach dem zu Anfang dieses 
Paragraphen angeführten Satze Stabilitätskoeffizienten @, X mit positivem 
Hauptkoeffizienten @. 
Wir wählen nun die positiven Zahlen &,,&,...., so aus, daß 
(108.) = +, ++, <@ 

gilt. Indem wir den in diesem Paragraphen im Anschluß an (99.) be- 
wiesenen Satz benutzen, erkennen wir leicht, daß unter den Systemen 
(1), (2), (3), ... unendlich viele existieren, welche die Stabilitätskoeffizienten 
@—:,K besitzen. Unter den eben genannten unendlich vielen Systemen 
. gibt es sicher ein solches, welches einem p-Wert p, entspricht, für welchen 


(109.) 2, >K ,<(@- OK 
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gilt. Dies widerspricht jedoch dem Vorhergehenden (vgl. die Einführung 
der 9,, Pg, Ps, --.)., Unser Satz ist somit bewiesen. 

Sind die Zahlen n und g sowie die Grenzen der c- Koeffizienten 
gegeben, so bezieht sich unser Satz auch auf die Gesamtheit der diesen 
Daten entsprechenden Differentialgleichungen. Somit kann man ein Paar 
von Stabilitätskoeffizienten mit positivem Hauptkoeffizienten als den ge- 
nannten Daten zugeordnet betrachten. 


$ 15. 
Wir betrachten nun folgendes System von Differentialgleichungen 
da: 
(110.) Fri —= du% + Ag Tg uuKacE . An In + p; (t, L, Ig*** %,) . del2,...n) 


Die a-Koeffizienten sind stetige Funktionen von ?! in einem zusammen- 
hängenden, nicht punktförmigen t-Gebiet 9. In diesem Gebiet # mögen die 
genannten Koeffizienten zwischen festen endlichen Grenzen bleiben. Die 
p-Funktionen sind für diejenigen t, x,,...z, gegeben, von denen it dem Gebiet 6 
angehört, während z,, %,,... 2, aus einem gewissen nur innere Punkte ent- 
haltenden Gebiet stammen. Die seien stetig und mit stetigen Diffe- 
rentialquotienten erster Ordnung nach den z versehen. 

Wir machen nun noch einige Voraussetzungen. Erstens möge die 
Gleichung 


Ki + die Ayn 
| Usı Ayo [60] .».. don 
(111.) | _0 
Ayı Ay vn Onnt u 


stets nur Wurzeln haben, deren reeller Teil nicht kleiner als eine von 
vornherein gegebene positive Konstante ist. Hieraus folgt nach dem vor- 
hergehenden Paragraphen, daß die Schar von Systemen von Differential- 
gleichungen der Form 

(112.) Bin PRRUR? ua. 
Stabilitätskoeffizienten g, k besitzt, von denen der Hauptkoeffizient g 
positiv ist. Hierbei bedeutet 9 irgendeinen t-Wert des Gebietes 6. 
Zweitens werde angenommen, daß 

(113.) 1.(”)— a,(t)|< ce; d=1,2, ...n, u=1,8,...n) 
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ist, falls |” —t’|<T gilt. Hierbei bedeuten 7 und c,,c6,,...c, von vorn- 
herein gegebene Konstanten, und es sei T>0. Ferner werde 








Ip | — | 
(114.) &e <h, (de1,2,...n; u=1,2,...n) 
vorausgesetzt, wobei h,,Az,...h, von vornherein vorliegende Konstanten 
bedeuten. | 
Endlich werde 
E lg k 
(115.) ‚=9-2(htr GG) g 


gesetzt und y > (0 angenommen. 

Dann sınd y, k Stabilitätskoeffizienten der Differentialgleichungen (110.) 
und y>0. Die Gleichungen (110.) haben daher auch einen positiven Index. 

Um diese Behauptung zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung. 
voraus. Es liege ein System positiver Funktionen vor, von denen jede 
für ein entsprechendes zusammenhängendes, nicht punktförmiges {- Gebiet 
definiert ist. Ist / irgendeine dieser Funktionen und sind t’’,i{” Werte 
aus dem entsprechenden t-Gebiet, welche der Bedingung 0 <t” —t!’ <s 





genügen, so gilt, wie wir annehmen, 
(116.) fun) <Kewe-nyw), 
Dabei bedeutet s eine von vornherein vorliegende positive Konstante. Dann 
besitzt, wie wir zeigen wollen, das Funktionensystem die Stabilitätskoeffizienten 
lg K | 

Es sei f eine Funktion des Systems und i, sowie t, (> t,) seien Werte 
aus dem entsprechenden t-Gebiet. Wir bestimmen die positive ganze 
Zahl v in der Weise, daß 


(117.) G— 





(118.) v—1\)s<t,—h<v-s 
gilt. Ferner bezeichnen wir 
(119.) aus EZ 


v 


Offenbar ist 7 <s. Wir haben 
It) _ Mrd ft 2r), 


fi + vo) 





(120.) it) I) Tut)  Fh+e—-D) 


er, KretKrt_ Kor Diek ,g-9-Kırn 
Nun ist 
(121.) v1) gK<ZEÄRgK, vır=b-h. 
Folglich ergibt sich 
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K 


4 
122.) Ko) Zi) Ke # 
Dieses Resultat behält auch für £,=t, seine Gültigkeit. Damit ist die 


Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen. 
Wir bilden nun die Variationsgleichungen von (110.), d.h. die 


]- Kl, — ı) 


Gleichungen 


(123.) aut t UgUg + ++ A, Un +3 [9y: U,» (d=1,2,...n) 


non | ou) A 
Die Klammern auf der rechten Seite weisen darauf hin, daß die betreffende 
Größe für eine Lösung von (110.) gebildet ist. 

Es möge irgendeine Lösung von (123.) für ein zusammenhängendes 
nicht punktförmiges t-Gebiet vorliegen. ti, und i{, mögen diesem {-Gebiet 
angehören und den Bedingungen 1, <t,, %—t, —2T genügen. Indem 


wir 2(2£,+1,) mit 9 bezeichnen, haben wir für die genannte Lösung 





- =4,(9) ut tal) + 
124. ” (Oi 
) (auto) — (Ga (4))u, + ... (a„(t)—ıan(3)) u, r z Bi x U, B 
u=1l Lu - 


(=1,2,...n) 
Im Gebiete von t=4 bs t=t%, glt t-— 3 <1%—t <T und somit 
nach der Voraussetzung 
(125.) 'au(t)— a,(9) |,... a,,(t) —a,(8) < c;. =1,2,...m 
Folglich ıst in dem eben genannten {-Gebiet der Absolutwert der in (124.) 
in eckigen Klammern stehenden Größe 


(126.) . | < (co; + h,) & U, 
u=1l 


Die Anwendung des Hilissatzes aus $ 12 ergibt nun 
—k („— z (e; + ni) - t,) 


127) ZuWl<kziu)le 


u=1 u=1l 
Fassen wir nun die Summe /% + % +++ u, für alle überhaupt 


vorkommenden nicht trivialen Lösungen der Variationsgleichungen ins Auge, 
so erkennen wir mit Hilfe der vorausgeschickten Bemerkung dieses Para- 
graphen, daß das so gewonnene System von positiven Funktionen die 
Stabilitätskoeffizienten y, k besitzt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Es möge schließlich noch besonders bemerkt werden, daß in den vorher- 
gehenden Untersuchungen nur reelle endliche Größen benutzt worden sind, 
sofern von Stellen, die keinen Zweifel gestatten, abgesehen wird. Diese 


Bemerkung bezieht sich auch auf die vorkommenden Differentialquotienten. 
41* 
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Extension of the eriteria of Wieferich and Mirimanoff 
in connection with F'rermat’s last theorem. 


By M. AH. 8. Vandwer of Philadelphia. 





If 
ar1_1 
q(a) = = 
and 
(1.) +y+2.’=0 


is satisfied in integers prime to each other and to the odd prime p, 
then g(2)=0 (mod p) and 9(3)=0(modp), which are, respectively, 
the criteria of Wieferich and Mirimanoff. 

In the same connection, I shall obtain in this paper some criteria, 
which, when compared with certain results due to Mierimanoff, yield the 
conditions: 

'9(5)= 0 (mod p) 
(2.) ıl+r4+r4+ ++ 


| 5 


For the solution of (1.) in integers prime to p, we have that each 


=0_(modp). 





of the sıx ratios 


(3.) Bat AA RN At BER. Fr 
. y ’ 2’ z’ y ’ 7’ m 
satisfies the congruences 
Bf, (t) = 0 (mod p); («= 1,2,...?2°) 
4. _1 
ft) = 'z Pr, B,=4t B,= ds... 


6? 


r=1 
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and also 

(5.) ()=0 (mod p), 
which are the well-known Kummer Criteria. 

It is known that 


1—2e) b, 
(6.) re = K,(1) (mod p) 
and 
(7.) —2q9(2)=K(l) (modp), 
where 
(— 1)" B,= b„ and b..1= 0, 
nal yn —] 
K,(t)= zn », K)=-K, (tl) (u= ! 5 : 
Now 
> K,(ı)},_.() = Zrmto—ır, 


a=1 


where r ranges over the integers 1,2,... «u, and s ranges over 1,2,...p— 1. 
The right hand member reduces to 


2 ———t+(p—1)K(N) (r+s). 
Applyıng (4.) and (5.) in connection with (6.) and (7.) we have, since £ 1, 
(8.) K(t) = (mod p). 


As t assumes all the values in the set (3.) then 
1 
K( )= 0 (mod p). 


Multiplying this by 2””*:“*!, there is obtained a relation which may be 


written 
—1 


(8°.) M(t)= 3 (2e, + 1P it" =0 (mod p). 


e=0 
Frobenius (Sitzungsberichte d. Akad. Berlin, 1910, p. 827 and p. 843) 
proved the important relation 


n_1 HR, 1(a‘) 








reed Sun She a  (d-1f ° 
eny—ı 
where b’=b,, «a=e ” ,1 an arbitrary integer, and 
(1 — z)"R,(z2) = 377 (mod p) (<a<p), 
which gives, for 2? =0 and 1<m<p 
(9.) ball—m*) _ 6 Tale) (mod p) 


a = 1-ar 
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for 1<a<p-—1, and for a=p—1 we have 


. Yo 1 (@*) 


(10.) — q(m) = z wer (mod 7) 


(Lerch, C. R. de l’Acad. des sciences, nn t. 142, 1906). The main part 
of the investigation depends upon the development of 


(11.) a We) = z(r +2? "yr, 


where x and y are any rational or ulebehi Ka r and s each range 
over 1,2,...9—1. To reduce the right hand member collect the terms 
in y’x’ such that r+ 2s is constant. The terms may be divided in six 
classes, which after multiplication by y’—x, and reduction modulo p, 
assume the following form: 


r+ 2s=2e, <<» = 3 (20,)°*y ya — y 220) p—2, za, 
r+2s=28,+1<p x. (2 +1 yperl —_ y 55 (26, +1) P?zetl, 
o=1 o=1 


r+2s=p+ 2e, <2p y? 2 (20, Praıtı yz (de, Tamtıte, 


as=1 us=1 


+29 =p+2g+1<2p Yo + Fr gez (de Herr, 


e,=0 rt 
—1 
r+2s = 2» 4 Ze, yP+ı 5 (2e, Petite __ gP 3 (2e, P2yp2at2, 
> ge 
r-+ 2s= 2p+ 2e, + 1 y’ Z(2e +12 ure+2__ ey z (2e, + 1)Py 20,43 


In the first class, we may introduce the art (where e,=|1) 
z(2e,)>”y” and — y’(2e,)’”z" which nullity each other. Proceeding in 
an analogous way with the others, the sum of all the classes may be 
written: 

F(a, y) = sh (y) -PYPhaly)+ Kelly ya — y—yart) 
| + M (a) (y’t'+ yart'— y’or—y) (mod p). 
Hence 
12.) (ya) 2 Pr PT )lwlnte) = Fiz,y) (mod p). 
Consider 
(13.) 3-3 ER a A De ER N mu3,5,...0-2 


This may be written 





S "5 5 9- ur n(f) 


i=iln=1 


1— a 
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and by (12.), (since 1— co” is prime to p) 


2 m—1 Fit, a‘) 
(14.) SL=L ı Zar) (ei 9) 





(mod p), 


where 
L="N (e® 1). 
i=1 
From (4.), (5.) and (9.) we also have S=0 (mod p) since t+1, and 
by virtue of (8.) and (8°.) all the terms in F(t, «') involving K(t) or M(t) 
are divisible by 9, hence (14.) and S= 0 (modp) give 


m—1 a i 
(15.) Deo (modp. wenn 





For m=5 this gives 





a _ ns A-e)inıle) _ 
(16.) 21 (o )2 Aa)” (mod p). 
Mirimanoff (this journ., vol. 139) finds that the set (3.) must also satisfy 
zn; 5 [(«@‘) nn 
(17.) Bu (0 MR )z (di — aP1 (gi hp) er (mod p)- 


Both of the last two congruences are of degree 3 in t, hence each of the 
values = —1, 2 and 1, satisfy (16.) and (17.), unless the integers u, 
and u, where u, and «, are the roots of wW"—u-+1=0 (mod p), each 
satisfy them. The value ?=2 in (16.) gives: 





(p=1(mod5) 50,+30,=0 (mod p) 
(18.) 30 50,— 20, = 0 » 
= 3 Pr 50, —20,=0 „ 
—4 .s 5U, + 30, = 0 „ 
where 
1 
G= Zur1 Rn 


and ı ranges so that 5? + %k represents all the integers of this form which 
are less than 9, and 9>5. The relation (17.) gives for t= 2 





p=1 (mod 5) 50, +2C,=0 (modp) 
(19.) —=2 .. 50, — 30, = 0 
=) rs 50, — 30, = 0 
| mh ” 50,+20,=0 Er 
Comparing these relations with (18.) we find in every case 
G=(,=(,=(0, =(0, = (mod p), 


and since 
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4 
q(5) = zy0, (mod p), Yı = ni (mod 5), 0<y<5, 
we have the criteria (2). For T=u, and w, the relation (16.) gives 
p=1 (mod) C,=0 (modp) 
= 0-0, = 
20. „ 4 5 „ 
(20.) we, nu 
5 —4 PR C, -— E) 
The same substitutions in (17.) give 
p=1 (mod 5) G,+6G= (mod p) 
-—2 ,„, (0, = r 
21. 
=3 „ C, ns „ 
—4 „ C, +6, == (0) „ 





Comparing (20.) and (21.) we obtain the criteria (2... Hence the proof 
of (2.) as criteria for the solution of (1.) in integers prime to p is then 
complete, 


Berichtigung zu dem Aufsatze „Zur Einordnung der Kettenbruchtheorie in 
die Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Veränderlichen“ 
(Seite 212—238). 


Von Herren Ernst Hellinger und Otto Toeplitz. 


Auf S. 214, 221, 227 sind — worauf uns Herr O. Perron aufmerksam macht — 
versehentlich obere und untere Grenze der Koeffizienten a,, b, von .J/(z) einerseits 
und ihres Spektrums andererseits gleich bezeichnet; in der Tat zeigt bereits das be- 
kannte einfachste Beispiel der Form = %p %+ı, deren Spektrum von —1bis +1 


reicht, während ,=0,b,=—4 ist (vgl. z. B. Hilbert, Integralgl. IV, (90.), Buchausg. 
S. 155 und Toeplitz, Gött. Nachr. 1910, S. 498 f), daß jene Größenpaare nicht über- 
einstimmen. Demgemäß sind 

S. 214, Zeile 10, S. 221, Zeile 10, und S. 227, Zeile 8, die Buchstaben m, M 
und S. 214 die Ungleichungen in Zeile 11 zu streichen: 

S. 221, Zeile 14 die Worte ‚des Intervalles‘‘ durch ‚eines endlichen Intervalles‘ 
zu ersetzen. 
Alles übrige bleibt unberührt. 
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Der Leser findet in diesem Buche nicht eine der gewöhnlichen Darstellungen 
der sogen. elementaren Zahlentheorie, sondern eine ganz neuartige, an deren 
Grundlagen der Verfasser jetzt seit etwa 20 Jahren arbeitet. Von dem Gedanken 
ausgehend, daßessich inder Zahlentheorie doch wesentlich um die Beziehungen 
der rationalen Zahlen zu einer festen Grundzahl g handelt, hat der Verfasser 
den Begriff der g-adischen Zahlen eingeführt, deren Bereich den Bereich der 
rationalen Zahlen in ähnlicher Weise umfaßt, wie der Bereich der reellen Zahlen 
demjenigen derrationalen Zahlen übergeordnet ist. Jede nicht rationale g-adische 
Zahl kann nämlich (ähnlich wie jede irrationale Zahl) durch rationale Zahlen 
mit jeder beliebigen Annäherung dargestellt werden. Die Art der Einführung 
der g-adischen- Zahlen stellt zugleich eine größere Analogie zwischen den 
Methoden der Arithmetik und der Funktionentheorie her. Es zeigt sich, daß 
die g-adischen Zahlen, wenn g eine Primzahl ist, einen „Zahlkörper“ bilden, 
d.h. einen Bereich, in dem die vier elementaren Rechnungsarten unbeschränkt 
gültig sind und immer wieder in eindeutiger Weise zu Zahlen des Körpers 
führen. Ist aber y ein Produkt der Primfaktoren p, gu, . ..r, so bildetder Bereich 
der g-adischen Zahlen nur einen „Ring“, d. h. einen Bereich, in dem bloß 
Addition, Subtraktion und Multiplikation in der vorhin angedeuteten Weise 
anwendbar sind. Es ist die Aufgabe diesesBuches, diese Zahlenringe und Körper 
für das Gebiet der elementaren Zahlentheorie zu studieren. Die höhere 
Theorie der algebraischen Zahlen behandelt der Verfasser auf derselben Grund- 
lage in einem eigenen Werke, dessen erster Band i. J. 1908 erschienen ist. 
Wir können nicht weiter darauf eingehen, wie nun der Verfasser die g-adi- 
schen Zahlen (für g als Primzahl), die zunächst reine Rechensymbole waren, 
auch unter den Größenbegriff bringt, so daß er imstande ist, auf sie die Grund- 
gesetze der Algebra und Analysis anzuwenden. Alle jene einfachen und bekann- 
ten Sätze der elementaren Zahlentheorie erscheinen jetzt in einem neuenLichte, 
und wir rechnen es dem Verfasser besonders hoch an, daß er diese schöne 
Theorie hier an der Hand von vielen Beispielen, ohne irgendwelche Vorkennt- 
nisse vorauszusetzen, so dargestellt hat, daß sie auch Studierenden zugänglich 
ist. Es ist zu vermuten, daß das vorliegende Buch bei allen Freunden der 
„Königin der Mathematik“ (und darüber hinaus) großes Interesse hervorrufen 
wird. (Die Geisteswissenschaften, 1914 No. 31.) 




















































